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第一章复数平面上的几何 


§ 1.复数平面 


一个复数可以写成为 

z ^ x + yi. (1) 

这儿％ 与 y 都是实数，< 称为 z 的实数部分， y 称为=的纯虚部分，各以 R <= d ， 
iK - y ) 表之.如果两个复数的实部和纯虚部分别相等，我们就说这两个复数相等. 
x ~ yi 称为$的共轭数，以5表之. 

对复数的运算我们作如下规定：任给两个复数 Zi =^ Xi-h iyi , z 2 = x 2 -h iy 29 
两数之和为 + 2 r 2 ― + ^2 + Ky \ *+■ yi )> 

两数之积为 Z X Z 2 = X X X 2 — y \ y 2 + iix x y 2 + yix 2 ). 

在平面上取垂直坐标系.对应于一个复数（1)，我们有一点 P ， 它的坐标是 Oc ， y )， 
这点称为复数 z 的写象.这样就建立起复数与平面上的点之间的 一一 对应的关系.实数 
对应于 X 轴上的点，因此 X 轴有时也称为实轴.同样原因， y 轴也称为虚轴.今后我们不 
再医别复数与平面上的点，例如，如果我们说点1 +丨就是指 x ^ uy ^ i 所代表的点. 

从原点0到 p 作一线段，称为矢量对应于一个复数有一个由原点出发的矢量， 

反之亦然.而且，复数的和对应于矢量之和.矢量的长度 

/0 — V + y 1 ^ zz 

称为 z 的绝对值或模，以表之.矢量 0 P 与^轴的交角沒称为辐角，以沒 == arg 2表 
之.度量的方向以反时针方向为正，显然有 

z ==■ x yi — cos d i sin 6) = pe iQ »= \z\ e ，iTS * , ( 2) 

不难证明：在此表示法下，两复数 A = P \ e Wl , Zi = p 2 e ie ^ 之积为 =* •必 

须注意辐角是不唯一的 .（ P ，0) 固然代表 h 而（〜0 + 2 «)也代表 A 更一般地说 

farctg — + 2^ (如果=在 I，IV 象限） 

x 

qo = Arg z = ^ 

axctg ^ + (2^ + (如果 $ 在 II， III 象限） 


这儿々是任意整数，而 arctg 表示适合于 

——— <C arc tg —— ^ — 

2 ^ 2 

的反正切函数.适合于 

一 7t <C <p = arg z ^ 

的中称为主值，以 argz 表之. 

这样表示复数的平面称为 Argon 平面或 Gauss 平面，或迳称为复平面. 
以^ (复数^ +汐）为圆心，以 P (实数）为半径的圆的方程式是 




Z — C I = p 


3 


也就是 （^ — c)(z — c ) = p 2 ， 即 


zz — cz 一 cz cc = p 2 m 


更一般些，考虑 


<xzz 一 cz 一 cz +5=0, 


这儿05, 5 是实数，当 


0吋，（ 4 )代表直线 

+ Yy — 


5 

2 


0 


* 


这是一般的直线方程.如果 c «¥0, 则由 （4) 得 


z 


i ){ 


z 


a 


cc 8 

. —- _ 

a 2 ct 




⑴ 


(4) 


如果 c _ c >8 a ， 则（ 4 )代表以丄为圆心，为半径的圆.当^ =如 时， （4) 
所代表的圆化为一点丄，称为点圆.当心 < 如时， （4) 没有实轨迹，则 （4) 代表一个 

0 C 

虛圆. 

附记.把 （4) 的系数列成为 

/ 0 £ — C\ 

H = ( ), 

\ — c 5乂 

这是一 * Hermitian 方阵.一个 Hcrmitian 方阵代表一个圆，反之，不同的 Hermitian 方阵 
可能代表同一圆.不难证明，两个 Hermitian 方阵代表同一圆的条件是它们相差一个实 
数因子. 

如果 H 的行列式是正的，则它代表 虚圆; 负的，代表 实圆； 0代表点圆. 


§2. 复平面上的几何学 


考虑变换(或称变形) 


W = 

(«, b 是复的常数)对应于一个复数^ 


az + ^ = N = 0. 

我们有一个复数并且可以解得 


z 


W 


b 



⑴ 

( 2 ) 


而对应亍一个 w ， 也 有唯一 的一个 h 因此变换 （1) 把复平面——对应地变为其自己.又 
如 

z — a x z x + a x 0 y 

则得 

^ — + 厶 1) + 厶 = aa \ Z \ + ab \ + b % 

依旧如 （1) 的形式，即连续施行两次形如 （1) 的变形依然是形如 （1) 的变形，这些性质可 
以概括为"群”的概念.所有的形如 （1) 的变换称为成一整线性变换群. 

我们现在先研究在此变换群之卞的“几何学' 

首先，任何一点可以变为任何一点，即如果给了任何二点巧及 w 我们可以找到一个 




2 




M 



形如 （1) 的变换把 &变为 WD . 显然 

w — Z («/o — ^o) 

有此功能 ，这 一性质称为可递性，即在整线性变换群下，复平面成一可递集合. 
其次，任何两点可以变为任何两点，例如变形 


W = 之 + -1^2 -㈣ (3) 

Z\ 一 Z 2 一 z 2 

可以把^变为 W ， 把七变为 

再次考虑三个点的问题，并不是任意三点都能变为任意三点.三点21 ， A 依次变 
为 W \， W :， W 玉 的条件是 



显然（ 3 )把 q ， 巧变为如1，又由（ 4 )可知 



(4) 


即如果条件 （4) 适合，则 （3) 就把^依次变为 wi ， 心，心.反之，如果 


则得 


— azi + b ， 



这等价于 （4). 概括起来可以作如下的 说法： 三点定一比三点可以依次变为 

另三点的必要且充分条件是比值相等. 

比值的几何意义是什么？命 




蠢 


P 是三角形两边边长之比，而0是夹角，也就是如果两个三角形有一角相等，夹这角的两 
边的比例相等，则可以由整线性变换把其一变为另一. 

刚才是以点为对象的几何学 ，现 在以直线及圆为对象来进行研究，变形 （1) 显然变直 
线为直线，变圆为圆. 

直线的一般形式是 

l(^cz + ^) = 0. (5) 

变换 a + d 把直线 （5) 变为 /w === 0,即变为实轴，因此 
复平面上的任一直线可经过整线性变换变为实轴，也就是直线成 
一可递集合. 

两条直线可以变为两条直线的必要且充分条件是前二直线的夹角等于后二直线的夹 
角，读者试自证之. 

圆的一般形式是 




(z 一 c^z — <r) = p 2 . 

经变换 Z - C ^ pw 可以变为 ww ^\, 即以原点为中心的单位圆.因此，任何(实）圆 
都可以变为单位圆，也就是在整线性变换群之下， C 实）圆成一可递集. 

读者试自求出两圆变为两圆的必要且充分条件，先分相交不相交，相交的看交角 3 不 
相交的看什么？ 


§ 3. 线性变形 ( Mobius 变形） 

现在研究比整线性变换群更一般 的群： 这群是由形如 

w = (as 4- 占 )/(csr + d) } ad 一 be ^ 0 (1) 

的变换所组成的，特别当 c = 0时这就是整线性变换.由所有的形如 （1) 的变换所成的 
集合称为线性变换群.变换 （1) 称为线性变换或 Mdbim 变换或称射影变换.显然 （1) 
有逆变换 

z = (^dw ■ — 厶 )/( — cw + a). ( 2 ) 

也不难证明连续施行两次形如 （1) 的变换其结果仍然是形如 （1) 的变换 3 所得出的变换 
称为前两变换之积， 

但有一点需注意， （1) 并不把复平面一对一地变为其自己，由 （1) 可见并无似与 
^ — 对应，由 （2) 可见并无 z 点可以对应于 . 

€ C 

如果要求 一一 对应，我们势必要扩充我们的复平面.加上一个无穷远点，即 （1) 把 
——变为无穷逸点 w = 00. 而 Z =« 00这一点经 （1) 而变为 

€ C 

加上无穷远点的平面称为函数论平面或称一维复射影空间. 一 维复射影几何学就是 
研究在一维射影群下 ，一 维射影空间的性质. 

较严格的定义如下考虑. • 非全为零的一对复数 Ou 如果有一个复数 K 与 0) 使 

么 1 = Zi = pw u 

则两个复数对 （ a ， 及 w t ) 称为等价，用符号 

(芯1， Q ) 〜 ^ 2 ) 

表之.等价关系显然有以下的三 性质： 

(0 ( A ，2 T 2) 〜（怎1， h ); 

GO 若（之 1 ， z 2) 〜（如 1 ，⑷ 2) ，则（如 1 ，％ ) 〜 Ol ， 2 2 ); 

* 

(iii) 若 （ h ， 巧 ）〜 {wu tv 2 ) y Oi ， w 2 ) ~ (u i9 « 2 ) ，贝 Oi ，々） 〜 （ A ， w 2 ). 

依等价关系把所有的非 0 复数对分类，凡等价的归一类，不同类的对一定不等价.每一类 
定义一点，这些点的集合便成一维射影空间.如果力々0,则3 2就是普通复平面 

名 2 

上的点，而 Ol ， A ) 称为点2的齐次坐标，这说明与<^1， A ) 同一类的 ( PA ， P 之 2) 也代表 

同一点\如果々= 0，则 Oh ar 2 ) 代表无穷远点，由于 Oi ，0) 〜（1，0)，所以无穷 

远点是唯一的. 

在齐次坐标下线性变换也可以写成为 


攀 






= az x + bz ly 
Wi = cz x + dz Zj 


0 


(3) 


用矩阵符号可以写成为 


( 矽 1 ， 


^ 1 1 ■ 


Om 。2) 


b d 


參 


注意，并不是对应于一个方阵 


就有一个变换. 


由于等价关系，对任一 K ^ o ), (7 c f ) 也代表相同的变换，这一点从 （ i ) 也显然 

\bp dp/ 

可以看出，因为分子分母同乘一数 h 其值不变. 

/ n 


方阵 


也称为变形 （1) 的方阵，但需注意，对任一 P ㈣， P 
对应于方阵 


都是代表同一变换. 


^1 土 


的两个变形之积的方阵等于所对应的方阵之积 



h d . 


aa l H- b x c^ ac x + cd{ 
ba\ + db” c x b H~ dd\ 


§ 4 .群与分群 

定义 1. 如果一个线性变换的集合适合于以下的三条件则称为成一 个群： 

(0 包有单位变换 ： w = z . 

( ii ) 包有逆变换：即如果它包有 w == (^ + b)/(cz + ^),则也包有 

w 1=1 (dz —- 厶 )/( 一 cz 4 - fl ). 

( iU ) 包有其中任二变换 之积： 即如果它包有 

w = Qaz 4 - b ^ J^cz + <^), w = (^ a^z 4 - b ^){(^ c x z 4 - d ^), 

则也包有 

w == [ a(aiz + b^)I ( c ^ + dy ) + b ^/ ic^axZ + bx)!(^CxZ + d () + d ~\ 

= [{aa x + bc\)z 4 - {ab\ 4 - bd{)} I [ica x + dci)z + (^cb v + 从 ）] . 

定义 2. — 个群的一部分如果也成一群，则这部分称为原群的分群(或子群). 

例 1. 所有的线性变换成一群. 

例 2. 所有的整线性变换成一群，这是线性变换群的分群. 

例 3. 所有的形如〜= 2 + “的变换成一群，称为平移群，它是整线性变换群的分群. 
整线性变换群之另一分群是 

w — az , a ¥= 0, 

而这个群又有两个重要分群.对正数 々， 所有的形如 w ^\ z 的变换所成的群，称为放 


« 
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大缩小群.对所有的绝对值等于1的数#， W 成一个群，称为旋转群. 
例 4. 对实数 fl ， 彡，^•，之 

w = Caz + 办）/((之 + ? ad — i>c 0 

也成一群，称为实群.适合于 ad — be = \ 的成一实群的分群. 


例 5. 形如 




(jzz 一 b^j^bz + a) 5 aa bb 




的变形也成一群，称为酉群. 
例 6. 形如 


az + by | a [ 


的变换成一群.如果写成实数的形式，即命 


tv 


+ ty 3 u — ^ y 办 = p + iq 9 


则得 


u — xcos6 —— y sin 0 + p ， 


v x sin 6 + ycosd + q 9 

这就是我们所习知的刚体运动，即旋转与平移，因此这群也可以称为刚体运动群 • 
例 7. 形如 


az 


的变形也成一群.这群称为非欧运动群，或称 ZIoe ^ eBCKHfi 群. 

例8,所有的形如 

ii/ = z -h co 々 ， 々 =0 ，土 1 ，土 2 ， ••- 

'的变换成一群，称为以 a 为周期的群.它是以下的双周期群的子群， 

u/ = z + col co f < ， / ，々 = 0 ， ±1, ±2 ， 

例 9. 如果心心^ ^是造合于 

ad — be ^ 1 

的整数，则形如 

w ~ (az + b')/(^cz + d) 

的线性变换也成一群，称为模群. 

例 10. 如果 〜 h G J 是适合于 

ad — be ^ \ 

的复整数(如果％都是整数，^ + a 2 i 称为复整数•），则形如 

w = (as + b)/{cz + d ) 

.的变形也成 一 群. 

定义. 在一群 G 中如果可以找出一批变换，使 G 中任一变换都可表为这些变换及其 
逆变換之积，则这批变换称为群的演出 元素. 

例11, 例 8 中所给的群，以 

w — Z ^ to 

为周期群的演出元素.而双周期群以 

^ ^ + co, w z -\r w 




鲁 




为其演出元素. 

例 12. 整线性变换所成的群，可以由以下诸元素演 出之： 

(0 W = z ^ b> (平移）， 

( ii ) w *= e ie z y (旋转)， 

( iii ) (放大缩小）， 0. 

“放大缩小#或称“仿射' 演出元素有以下的 功用： 任何一个性质经平移，旋转，仿射 
而不变，则经整线性变换也不变.例如，两直线的夹角.反之，如两点间的距离虽经平移 
与旋转 不变: .但它经仿射而变化，因此距离在整线性变换群下是可能变化的. 

例 13. 再看线性群，由于 

w = (^az + 厶）/((之 + d )，c 0 

可以变为 

a x , f 1 // c(cz + d) 

w — 一 + 之 5 z = —z = - 

c z” be — ad 

之积，因此这群可由整线性变换群添加^ 而得之.（如果^ = 0,则本身就是整 

z 

线性变换，毋待多论 .） 因此，线性变换可以由平移，仿射，旋转及^ =- 演出之. 

Z 


§ 5. Neumann 球 


为了把无穷远点讲得更清楚，我们引进球面投影法，建立起球面与平面的关系. 

作一球，其半径为1，其球心在原点.设球面动点为 P ( i , 则此球面的方程式 


是 

互 2 + 7J 2 + P = 1_ (1 〉 

从点 ZV = (0, 0， 1) 把球上之一点 P = ( g ， 17 , （） 投影于平面上之一点 

y ). 命 T 为以 OiV 与0£)为边的矩形的另一顶点.命兕戶平行于； V 0, 命 FG 与 pH 平 

行于巧轴 ，则 0 G=^，FG - 7/, PF -= C , 0 H = x , QH ^ y . 由于三角形 iVSP 与 

NTQ 的相似性，可知 

(1 — ^)；i = SP：TQ = NS：NT — 0F ： 0Q « 7j：y = 


所以 




V 



由 （1) 可知 


1 


y 


(1 - 0 2 + + v 2 


(1 ~ 0 2 




2 C 


1 


2 


(1 - O 2 


1 




因此 




图 2 

=1 + 文 2 十 y 2 . (3) 
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写 2 = + iy, 公式（ 2 )与（ 3 )建立单位球与复射影平面间的-^对应关系0 = 00 

对应于 A 0. 


平面上一个圆 


变为 


<x(^x 2 + y 2 ) + 2 尽 x + 2ry + 5=0 



+ 2r - 



+ 5 = 0 - 


(4) 


即 

(ce — SX + 2 j 9S + 2Y7] + « 4- 5= 0. (5> 

这是一个平面，与单位球交于一圆.反之有一平面 (5), 我们在复射影平面上也得一圆 
(4). 现在 证明： 视 （5) 交，切，或不交单位球而决定圆 （4) 为实圆 ，点圆 ，虚圆. 

从几何上来说明这问题十分容易.如果 （4) 是实圆，由投影法的性质，在单位球上一 
定有轨迹，它是单位球与 （5) 的交线，即 （5) —定与单位球相交，同样证明相切及不相交 
的情况.因此虚圆在三维空间也有了实表示法，即一个不交于单位球的平面.但必须注 
意唯一的例外，即虚圆^ + 1 - 0所对应的 （5) 是2 == 0,是一矛盾方程. 

现在我们研究球上大圆在平面上所对应的圆的性质.一个大圆与赤道交于两点，这 
两点是平面上单位圆的一个直径的两端.因此球上的一个大圆对应于平面的交单位圆于 
一 直径两端的圆，反之亦真.从这个性质我们容易证明以下的初等平面几何上的定理. 

定理 1. 假定两个圆 a，S 都交定圆 r 于直径之两端，则 S —定有两个交点.过 
这两交点作圆 c ， 它也是交 r 于直径两端的圆. 

证.设两圆 A J 5 对应于球面上大圆他们的交点是球的直径的两端.假定 
是对应于 C ： 的圆，由其过球的直径之两端，因此 q 是大圆，其对应的 C 当然是交于 r 
的直径两端的圆. 


§ 6.交 比 


现在考虑线性群下的几何学. 

由于线性群的子群整线性群已经能把任意两点变成为任意两点，因此射影空间成一 
可递集，任意二点可以变为任意二点. 

现在再证任意三点可以变为任意三点.由以上的性质不妨假定三点中之二已经变为 
0, oo , 而另一是 a ， 则再施行 

w = a~ x z y 

可以把原来三点变为0, 1， oo . 

由于使0, 1，00,都不动的变换是恒等变换，故任意四点并不能变为任意四点. 

定义. 

(z u z 2) Z B , 2r 4 ) = ——^ — 

z 2 — Zjf Z 2 — z 4 


称为 Oi ， q ， ％ q ) 之交比，特别当 a ) =* —1，谓四点〜心，心， a 组成 
调和点列. 



命 


定理 1. 交比经线性变换后保持不变. 


Wi = C az i + b^)((^cZi + ^) 9 

则 

Wi — Wf \ ad — 

(^cZi + d)(czj + d ) 

因此 

{w i9 w 2 , W 3i w^) = (^1, z l9 Z i9 0 4 ). 

定理 2 . 四点的， W 2 ， m 3 ， 可以依次变为^ 2，03， A 的必要且充分条件是它 
们的交比相等. 

证.前已证明如果^<1 < * < 4) 可以依次变为〜 (1 < ( < 4 )， 则交比相等. 
任意四点中的三点可以变为0, 00,1，假定四点已变成为 0,oo，；s， 1，则交比等于 
z , 即任何交比为^的四点一定可以变为0, oo,i, 1. 证毕. 


具体地 看一下 ，线性变换 



一 Zi Z i — Z 

Z.I — z 3 z —* z x 


它把心变为变为00,而把々变为 1. 因此 

(u/ i9 w 29 w 3i w') « (q ， z 2 , Z 3 , z) (1) 

定义一个线性变换，把 z = Zu Z29 Zi 变为 « w， 《/ 2 , 

浓 3. 

由于交比的不变性，此线性变换是唯一具有此性质的. 
因此， 0) 所表示者乃线性变换的一般形式，即三对对应点 
唯一地决定一个线性变换.这个变换就是 （1) 式. 

考虑交比的辐角 

r \ 一 z t z 一 z x 

arg^o z 2 ^ z) « arg - — arg - - 

Z Z 一 Zi — z 

= Z ^ z x zz 2 — Z . z x z % z 1% 





图 



如果女比是实数，即可见=在经三点 A，b A 的圆 周上. 反之亦 


妖 

若（2^，2 2 , 2? 3 , Z ) 是实数，则由 （1) 所定义的 ( m ^ Ij W l9 tv i9 w ) 也是实数.因此，当 
方过由 巧， A 所决定的圆周吋， W 也过由心所决定的 圆周. 但需注意，如果 
巧在一 直线上，则所定的直线亦叫“圆'可以认为是半径为00的“圆' 

所以线性变换把圆变 为圆. 特别取 A =1，^2 *= 一 1，々*= 一〗，则过 h 的 
圆是单位圆.取 _ 00 > 如2 = 0 ^ Wi = 1，则过如1，如2，如3的圆是 X 轴，因此得变换 


w 轉 (w l3 w 2 y w) = (z i9 z 29 z} 



( 2 ) 


它把单位圆变为实轴，并且把单位圆的内部 UI < 1变为上半平面> o. 
如果取另一次序^1 = —1，1，^3 ―， 则得 




它把圆的外部 UI >1 变为上半平面 lw >0. 
又取 = 0, ~ = 1 ， 怎 3 = 00，贝 IJ 




这变形把上半平面变为其自己.又取1, a = oo , 则 







它把上半平面变为下半平面. 

(读者试求出：^， 々，心 以任何次序取 0, l , oo 的各种变形.并且区別哪些是变上 
半平面为上半平面者，哪些是变上半平面为下半平面者 .） 

§7.圆 对 

以圆为几何对象.上节已经说明了，在线性变換群下，平面上所有的圆(包括直线)成 
一可递集.现在我们来考虑圆对的问题. 

定理 1. 线性变换使二圆的交角不变. 

证.假定两圆的交点在々（图 4). 在二圆上各取一点〜这些点交比的辐角 

arg (么 3 , z 4 , z 19 z 2 ) ^ Z-Z^zt, — 

当 ^ 与;^都趋近 于力时 ，即得两圆之交角.由交比的不变性，故定理得证. 

定理 2. 两个相切的圆可以变为任意两个相切的圆.两对相交的圆的夹角如果相等， 
则可由其一对变为另一对. 

证.把交点之一变为00,则得： （0 把相切圆变为平行线， （ H ) 把相交圆变为二相 
交的直线. 

任意两条平行线可以变成为 y = 0与 y - 1. 故得第一段结论.任意夹角为0的直 
线可变 y = 0及 xsind — ycos6 = 0. 因得第二结论 • 

也就是 .• 相交的两圆以夹角为其唯一的不变量. 

再看不相交的情况.假定/， S 是两个不相交的圆.先把3变为一条直线同吋 
把 S 变为圆仏（图 5). 次与^也不相交.通过 A 的中心作一直线/垂直于交4 
于 M . 以 M 为中心作一圆 C 正交由于 C ， /相交，由定理1可知有一线性变换把 C ， 


/ 变为二直线（正交的），&变为与二直线正交的二个圆 J 2 , s 2 , 因此^[ 2 , b 2 是同心 
圆. 因此得 

定理 3. 任意两个不交圆可以变为两个同心圆. 

两个不交圆的不变量是什么？同心圆过圆心的直线交两圆于四点.这四点有交比. 
这交比就是不变量(注意虽然直线可以不同，但交比始终相等），这一不变量可以改 述为: 
两个不交圆 S ， 作一圆与/， S 都正交，交出 四点. 这四点的交比，就是两个不交圆的 
唯一不变量. 

附记 1. 两圆 


+ y 2 ) + 2 ^x + 2 yy + 5=0， 

o£i(^ 2 + y 2 ) + 2^\x + 2y iy + ^ — 0 


的中心各为 （-4, o (— j ，_ 玖半径各为 

因 此它们正交的条件是 


浐+ 




^ i+_ r i — a i s i 





即 

+ r 2 — 05<?) + a 2 (/?J + rJ — “A) = (a 冶一 /?ia) 2 + (oc A r — rp ) 2 ， 

即 

cz ^ + = 2 即 i 4- 2 rr u (1) 

这个正交条件是在的条件下推出来的.不难证明，当《 == 0或叫== 0 
吋，它也代表两方程所定义的直线的正交性. 

附记 2. 把条件 （1) 改写为 

2^i + 2TTi 一 <x3 t — S(X t = 0 # 

命 


Q — — 21?/?! — 2tTi + ct5i + 8a“ 

S 06 — o ! 15 ^ = /9 X , r ― r ls 5 =* 心时，则当 0 > 0 3 » 0， < 0 原方程所对应的圆分 
别是虚，点，实. 


§8.圆串 ( Pencil ) 


定义. 给了两个圆次 S . 与 A S 正交的圆成一集合，称为与 j，S 共轭的圆串. 
定理 1 . 圆串有一个参变数. 

证.首先如果 B 相交.我们不访假定 B 是以 O 为交点的直线，与此二直线 
正交的圆是以 O 为中心的任意圆，即以半径尺为参变数的圆串. 

其次，/， B 相切.不妨假定 S 是二平行的直线，与 d ， S 正交的圆是所有的垂 
直于 S 的直线，也是一个参变数. 

最后， Z，S 不交.不妨假定/， S 是二同心圆，垂直于次 S 的圆是通过圆心的所 
有的直线，也是一个参变数. 

定义. 这三类串各称为双曲的，抛物的，椭圆的. 


_ 
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在定理 1 的证明中实质上已经给出了串的标准型. 

任何一个双曲串可以用线性变换变为“以原点为中心的所有的圆”其中包括两个点 
圆 ，一 在原点，一在 oo . 同吋也可以推出双曲串中任二圆不相交.两个点圆称为这 
串的极限点. 


任何一个抛物串可以用线性变换 ，变为‘‘平 行于*轴的所有直线 '以 00为切点.因此. 
抛物串的诸圆有一公切点，此点称为结点. 

任何一个椭圆串可以用线性变换变为“过原点的所有的直线”，每一直线过两点0, 


00 . 因此椭圆串的圆过两个定点. 

因此，任何一个串可以变为以上三者之一.由于椭圆串中任何两圆有二公共点，抛物 

串有一公共点，双曲串无公共点，因此，没有变换可以 
把一类性质的串变为另一类性质的串. 

也显然可见，如果知道了一串中的两个圆，则这个 
串就唯 一 决定了. 

由于“以原点为中心的圆”所成的串与“过原点的 
直线”所成的串是正交的（即一串中任一圆与另一串中 
任一圆正交），由此可以有椭圆串正交于一个双曲串* 
同吋有抛物串正交于一个抛物串，双曲串正交于一个 
椭圆串.这样的串称为互相共轭（图 6). 

由标准型可以看出：给了平面上一点（除极限点 



和结点外），在串中有一个圆而且只有一个圆通过此点. 

附记 1. 参数所活动的范围也各有不同的性质.双曲串的参数与射线上的点 一一 对 
应（例如（0, 00)). 抛物串的参数与一直线上的点 一一 对应.椭圆串的参数则与圆周上 
的点 一一 对应.由此也可推出没有线性变换可以把不同类的串变来变去. 

附记用矢量（《，/?， r ， 5 )表圆 

a(x 2 + y 2 ) -f- 2§x + 2Yy + 5 = 0 ， 

则由两实圆（《，/?, r ， 5 )及（％，&， h ， 屯）所定义的圆串是由圆 

又 (05 ， 〆 ， y ， 5) jl?! , Tjj 5^) 

所组成的.这儿 A ， ^是非同吋为 0 的任意实数. 

由此代数形式进行分类.由二次型 

( 又 oc + 00^)( 又 5 + ftSi) —( 又 〆 + — ( 又 7" + fiY t) 2 

入手，这个二次型可能有三种不同的情况： （ i ) 标签是+，一（双曲串）， GO 降秩(抛物 
串)，定负(椭圆串）. 


§ 9. 圆族 （ Bundle ) 

现在研究三个圆 A,B，C 的问题.假定它们没有公共交点. 

若 S 无交点 3 我们有线性变换把 S 变为同心圆假定 C 也变为过 
A i9 与 q 的中心作一直线，这直线正交木， a 与三圆.因此在这种情况下，我 fn 
可以找到一圆与/， S ， C 三圆直交. 
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其次，若 B 相切，可找到一个线性变换把 S 易为二平行线 A . C 也因® 
变为 Q .由 q 的中心可以作一直线垂直于卜因此，在这情况下也有一圆与 /， A 
C 三圆正交. 

最后，如果5有交点，则有线性变换把 A B 变为两直线 A 相交于0.而 C 
也同时变为 C\. (i) 0 在 q 之外，我们能够找到一个以 O 为中心而与 C\ 正交的圆.也 
就是在这种场合下，有一圆同时正交三圆/, 5, C ( 图 7); ( ii ) O 在圆之内，以 O 为 


A t 


B, 


图 7 图 8 

中心作一圆 r ， 使 q 与 r 的交点在 r 的直径的两端(图 8). 因此有 

定理 1. 射影平面上的三个圆一定是以下三种情况之一： W 有一公共点， U ) 有 
一 公共正交圆， （ uO 有一线性变换把这三圆变为交定画 r 于 r 之直径两端的圆. 

定义. 与一定圆正交的所有的圆所成的集合称为双曲的圆族.过一定点的所有的圆 
所成的集合称为抛物的圆族.而经过线性变换可以变为交定圆于其直径两端的所有的圆 
的集合称为椭圆的圆族. 

这三种不同的圆族不可能用线性变换从其一变为另一.其道理是：椭圆族中任意两 
个圆一定有两个交点，抛物族中两个圆可能有两个 交点， 也可能仅有一个交点，但并不存 
在两个圆无交点的，双曲族中存在有两个圆无交点的. 

再看参数变化的情况.双曲圆族所正交的圆不妨假定是 x 轴，这双曲圆族中的圆是 
中心在*轴上的圆.圆心的位置与直线（一00， 00) 相对应，而半径大小 
从0到^,所以它是一个两个参数的系.参数变化范围与半个平面有相 
同的情况.抛物圆族，不妨假定其公共点是 co , 这圆族中的圆是任意直 
线，所以有两个参数，变化范围与全平面相同.椭圆族的定圆不妨假定是 
单位圆，它由过单位圆的直径的两端的圆所组成.定圆直径的位置决定 
于它和 x 轴的夹角，圆的半径从 D 变到00,因此是两个参变数的，并且可 
以半柱面表之(图 9). 

定理 2. 1 •如果圆族包有两个圆 3 与 B ， 它一定也有由 3 ， B 定出的 
圆串中的所有的圆. 

证 .1) 如果是抛物族，即有一公共点无疑问，因为其中任意二圆 S 必有 P 
为其公共点，而 j ， S 串上之圆也一定过此公共点. 
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2) 双曲族中如果一个圆正交 W 与则也正交 B 所定义的串中之圆. 

3) 椭圆族由以下的初等几何定理推得之.如果/， s 各交 r 于其直径之两端 3 则过 
A , B 交点的圆也交 r 于其直径之两端.而这一定理已经在§ 5中证明过了. 

不难证明 

定理 3.命 P 是平面上的任一点.族中无穷个圆过 P 点，这些圆成一串 （ P 不是抛物 
族的共点). 

定理 4. 命 C 是一族中的三圆，不在同一串中者， D 为一第四圆，则我们可由 
A , B 9 C 用逐步作串法得出 D 来. 

说.在 D 上可以找到一点 P , 它旣不是串 （ J ， B )， （/， C ) 的极限点或共点，又不 
是 J 上的点.已知过 P 可以作一圆 E 属于串（承作一圆 F 属于串 （ J ， C ). 由于 
A , B ， C 不在同一串中，•£， f 不相同.由定理3可知 D 属于 （ E ， F ) 串. 

由此推得 

定理 S . —族由其中非同串的三个圆唯一决定. 

以上所谈到的双曲族及抛物族的性质，是经线性变换而不变的.但椭圆族的定义并 
不是经过线性变换而不变.现在可以补足这个缺点.族可定义由不同串三圆连续作串所 
得出来的集合.双曲族拋物族的定义照旧，而椭圆族的定义可以改为族之非双曲与抛物 

者. 

附记.命 

a ,( jt 3 + y 2 ) + 2 ^ { x + 2 r t y + 5, = 0，/ = 1, 2, 3 

代表三圆.由 

3 

2 s t ) = o 

i =1 

所代表的诸圆称为圆族.试由此研究圆族及其分类等. 

§ 10. Hermitian 方阵 

现在我们概括地提一下兩 Hermitian 方阵来处理圆串的方法，也可以说给 Hcrmitiarj 
方阵的研究提供一些最简明的几何背景. 

1) 一个圆 

azz 4- ^ + 5 = 0, A — ^ (1) 

即 

a (^ x 2 + y 2 ) H - 2 ^x 4- 2 ry + 5=0 
对应于 ~ ■个 Hermitian 方阵 



但相差一个实数因子的 Hermitian 方阵代表同一圆（即如果有实数 A 尹0使 H — 
j/lij h 5 h 1 代表同一个 HD . 

2) H 的行列式 
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ad — j A l 2 = det ( H ) 〉 0 3 = 0 5 < 0 


(3) 




等价于它所代表的圆是虚圆、点圆或实圆.这个条件可以改写 为：命 


F 




1 


5 


则 


xr ( FHFH ) 


h 


8、 




tr 


— 05 — h) \ — cc 




8 ' 

h 


2(\h\ 2 — o;5 )， 


即得 


det H 






2 


tr ( FHFH ). 


所以依 


tr ( FHFH ) < 0, = 0 或 > 0 


(4) 


而决定 H 代表虚圆、点圆或实圆. 
3) 经过变换 


z 


az 


b 


cz d 


， P 


a b 


c 




(5) 


4/ J 为方阵的圆变为以 


P f HP 


为方阵的圆.关系 


| a 1 2 a + ach + ack + \ c\ 2 S 9 aba -h adh + bch + dc8 
abet -f* cbh + adh + dc 8 ， bbc + bdh *4* bdh + ddd 


⑹ 


H x — P，HP 


就是我们所熟悉的“相抵关系”.取行列式 det H , = IdetPpdetH , 故圆的虚实性不变. 
由 Hermitian 方阵的相抵理论可以知道，圆可变为以下三种 之一： 


0 


0 、(虚 )，（i °)(点)，（: 

V 0 0 / \ 0 


0 

-1 


(实） • 


4) 正交条件.不难证明，两个圆 H ， 祝相正交的条件是 


tx{FHFHd 






(7) 


这个关系是经过相抵性而不变的，也就是 _ _ 

tr ( F ( P / HP ) F ( P / H i P )) = ttCCPFP ^ HCPFP ^ H ,) = \ dctP \ 2 trCFHFH ,). 


由于 PFP f 


s t 


—1 0 


s =(dctp)Fj. 


5) 与一定圆正交的诸圆称为一个圆族..也就是适合于 

tr ( FHFHo ) *= 0 

的诸 Hermitian 方阵这是一个线性关系，因此有两个参变数.由相抵的条件可知有 


类不同的族，即以 


Ho 


0 


0 


0 0 


1 0 
0 — 1 


分之，各为 


05 


b 


b 


<% b 


a 


b ' 


aJ" \b OJ" \b a " 


(8) 







这族是椭圆的，拋物的，双曲的. 

6) 因此在一族中可以找出三个圆 A ， 味，// 3 ,使这族可以表成为 

I.H, + X 2 H 2 + A 3 W 3 . 


就 （8) 来说，椭圆族可以表为 


小 0 
\ 0 — 1 


0 


0 


0 


9 


而抛物族可以表为 



0 

0 


0 1 
1 0 



而双曲族可以表为 



0 


1 


0 


* 


(读者试指出 《， A r 适合何种关系，才是实圆 .） 

7) 给两个定圆氏与私.形如 

XJii + 儿 2 月 2 

的圆成一圆串.如果一个圆与正交与氏正交，则与圆串中的任一圆也正交•由 

trCFHFHj = tr ( FHFH 2 ) -= 0 

可知 H 的元素适合两个线性关系.因此是有一个参变数的，即可知有二圆与使 
H 可以表为 

内 H ⑴+内 H ⑴. 


这是一个圆串. 

8) 研究圆串中点圆的个数，即求 

tviFClH, + f iH 2 )F(XH l + ^H 2 )) = 0 

的解.这是一个二次方程式，共有三种情况： （0 有二实解， G 0 有一实解（即重根）， 
( iii ) 无实解.不难证明他们各对应于双曲，抛物，椭圆串，并可以用相抵关系各变为 



并且 （0 与（出）正交， GO 与 i ) 


(二个点圆，双曲串）， 


(平行线，抛物串）， 


(过原点的直线，椭圆串）. 


0 


正交.极易看出给了 


(0 

㈤ 

( iii ) 

-个串 


(椭圆，抛物，双曲）则存在唯一的串(双曲，抛物，椭圆）与之正交. 

9) 圆族中经一点（它不是抛物族的共点）的诸圆成一圆串这是显然的事实，由于 

“ 经一点”与正交一“点圆”等同. 

对一圆族来说，也可以考虑 

tr(F(ilH l + fJiHi + vH^F^XHx + fiH 2 十 vH 3 )) 9 

它是一个二次型.可以看出三种情况： （ i ) 有唯一点圆，（幻有无穷个点圆，（以）无点 
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圆，不难证明各相抵于以下诸例. 

例 1、° V H 2 = (° 1 V H 3 -( ° ' 二次型是 一/ x 2 _ v 2 •如 

\ 0 0 / \ 1 0 / \ — t 0 / 

果 〆 + V 2 = 0，则^ == V = 0,即得一个点圆 Hi (抛 物). 

例 2. 戌=(: H2& (i q ) 3 H3== (_- q ) 9 二次型是 一 + 

A 2 = 〆 十炉，有无数个解(双曲）. 

例 3. H ^ f 1 。^)，只 2 =(^ lN )， H 3 =( 。 二次型是 A 2 + V + V ， 

\ 0 —1^ \ 1 0 ^ \ — % 0〆 

X 2 + fi 2 -\r v 2 = 0,即得 X = fi = V *= 0 9 故无点圆（橢圆）. 

这三个例就是 6) 中的三例，因此结论已明. 

10) 因此椭圆族中仅能有椭圆串(无点圆），抛物族中仅有椭圆串与抛物串(而且一定 
有)，双曲族中有三类串. 

读者不妨以此方法来推出上文的一切结果. 


§ 11•变形分类 


变形 


w — yaz + b)l{cz + d) 


的不变点(或称不动点)适合于二次方程 

cz 2 + (d 一 a)z 一 办 = 0. 

如果 （1) 的系数都等于0,则得 W 〜即恒等变形，任何一点都不变. 
若^ # 0,则 （1) 有二根， 



D = (^ — tf) 2 + Abc m 


(1) 


视 D = 0或# 0,我们有一个或两个不变点.下面我们分别讨论 e = 0和 c # 0的倩况. 
1) 若 C = 0, d - a ^= Q , 则只有一个不变点 oo . 仅有 OO 为不变点的变形是 

w ^ z + (2} 

这就是平移. 

若^ = 0,而 d — a > 0,则我们可以看成为两个不变点，一个是⑺，一个是 T i _. 

a 一 a 

而命 

b b 

Wl — W - y Z X Z - -- ^ 

^ ^ u d — a 

得 


a 



2) 如果 D = 0, 


贝!] ^ = ^2 = 


— d 

Yc 


CO 变为 
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z — S 


2c 

a + J 


命 A = —-—， A « —-—， 则仍然得出（ 2 )来.由此（ 2 )是仅有一个不变点的变形 

tv — g z — g 

的标准型. 

如果 C # 0, D ¥= Q , 则命 



不变点变为0与因而也得 

u/ r — 

对应于 z «= 00，我们有 W = ^■及 〆 = 1. 故由上式 

C 


(3) 



a 一 czi 


即得 _ 

p — <* + d + \/ D 
a d — \/ D 


(4) 


以上所做的是把线性变换 w = / W 的两个变数经过同一变换的结果.即命 w == 
名« z 篇 g ( z v \ 它的几何意义是原来在 z 平面上有一变换 r , 现在把 z 平面变为 a 
平面，在^平面上变换 r 所变成的新变换.代数形 式是： 如果原变换的方阵是 m ， 而变 

换 g 的方阵是 p ， 则我们新变换的方阵是 

U, « P^MP. 

两方阵是相似的.相似性是等价关系，因此可把线性变换分类. 

定义. 如果线性变换只有一个不动点，则称为抛物型的变换.假设线性变换有两个 
不动点，如果由 （4) 定义的^是实的，则称为双曲型的，如果 P 的绝对值等于 U 则称为椭 
圆的，如果 P 是一般复数，则称为等纬型的. P 称为乘数. 

P 的几何意义是什么？它等于下列四点的交比.这四点是二个不动点，原来 的〜与 
其映象〜.更明确些 

P *=* Ou 么 2, 怎， 

特别是々= 00， Z 2 = 0,如《 以，得（00，0, 2, psr ) «= P . 

P 的代数意义是什么？它是 M 的两个特征根的比值. 

注意，丄 *= (>2,〜《0，而且(丄 )*= 丄(丄 Y 由此可知，如果 l ¥^ P 及丄， 

p \wJ P \ Z J P 

则; I 所对应的线性变换一定不相似于 P 所对应的线性变换.因此二线性变换相似的必要 
且充分条件是它们的系数相等或互为倒数. 

另一方面抛物型变换可以变为 + 1. 因此任何一个抛 

物型变换都可以变为即任意两个抛物型变换都是相似的. 

经椭圆，抛物，双曲变形而不变的圆成一双曲串，抛物串与椭圆串.要证明这点并不 
困难，这只要从1使所有的平行于实轴的直线不变， — iQ z 使以原点为中心 
的圆不变， w ^ kz 使通过原点的直线不变，而且无其他的不变圆即可看出. 
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§12. 广义线性群 


定义. 在线性群中再添上一变换 

W = Z , (1) 

这样所演出的群称为广义线性群. 

因此，广义线性群中除线性变换外，还有形如 

w =* Qaz b')/ (c 0 + (2) 

的变换.不难证明，除此之外便没有了.圆是由实交比定义的，因此广义线性变换还是把 
圆变为圆. 

如果 、 

w x = + 4- ^ i ), 

则得 

= (^a^az + 6) + b^cz 4- rf))/ Qc^az + 6) + d^cz + ^)) 

= + biC^z + a v b + bj')/(X^a d v c)z + C\b + 

其方阵等于 



即两个形如 （2) 的变换之积是一个线性变换. 

习题.任何一个 （2) 添到线性变换群中都与 （1) 有同样的 作用. 

现在考虑（ 2 )的不变点 . （ 2 )的不变点适合于 

czz + dz 一 az 一 ^ = 0. (3) 


由 （3) 推得 

czz + dz 一 az ——^ = 0 # 


因而得出两个圆 


(c + c^zz + —— a^)z + (d — a^)z — ■ b — • & *= 0, 

Qc 一 c)zz + Qd + + Qd + a^)z — ^ ^ + 6 = 0 # 


⑷ 


因此，一般说来，它使这两圆的交点不变并且把由这两圆定义的圆串变为自己.特别情况 
是 ^ 6 J = 一 J 即 （4) 并不是两圆，而只定义一个.则此变形变为 


一 hz 一 d 
w == — - -— 

az h 


«， S 实数 • 




这变换有不变圆 

aww + hw + hw + 5=0. (6) 

连用两次（5)，得 

一 htv 一 5 — h( 一 hz 5 ) — 8(<xz + h 

%l = - s=s - ^~ 二 --- 二 一 " ^- 乙 = Z • 

(xw + h of( — hz 一 5) + h^az + A) 


即全等变换. . 

这样的变换定义为反演，圆（6)称为这一反演的基圆，连行两次反演即得全等变换.它 
的几何意义 如下： 先看最简单的反演它以 X 轴为镜子，把上半平面的点变为下 
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半平面以 r 轴为对称轴的点.因此，反演也称为对称，依基圆对称. 

(6) 可以是实圆或虚圆.把任一实圆变为以=1，反演简化 



p 


为 




⑺ 


它的几何意 义是： 任一点 P{z = pe id ) 变为即由直 
线 OP 上取一点使 0 P _ 00 — 1 ( 图 10). 读者不难看出以 


任一圆为基圆的反演. 


由虚圆得出的反演是 



( 8 ) 


定理 1. 任何一个线性变换一定可以依四个实圆作反演得出. 
证.只要考虑 

矽=之 + 1 ， w ^ pe t6 z 


即是. 

1) 抛物型.似=3+1是 w = '~ w X9 w y = —z — 1之积.前者是对 y 轴的 反演， 

后者是 (Wl + +) — (S +音■)，是对^ ~的反演 • 、= 0” 与 W A ： = — ^ 

是两个相切的圆.因此任何一个抛物变换可以表为对两个相切圆的反演之积（属于一个 
抛物串的二圆）. 

2) 双曲型.故=叫是 w = B ~ 之积.它们是依圆 i = i ， & j 的 

W x pZ P 

两个反演，它们是同心圆.因此，双曲变换是依不相交的圆反演出来的(双曲串的二圆）. 

3) 椭圆型. w » e i 9 z , w = e ^ i 6 w x , — e ~^ i 6 z , 它们是以二过原点的直线的反 

演.因而，椭圆变换是依两个相交圆反演出来的(椭圆串中的二圆). 

4) 等讳型.即 w = pe i 6 z , 把等结型写为 w = pw ^ w t = e ie z 之积，因而得出定 


理. 

上定理的证明包括了更多的内容，不难推出以下的定理. 

定理 2. 椭圆，抛物，双曲变换可由两个反演得之. 

定理 3. 从一个椭圆（或抛物或双曲）串中任二圆作反演得出的线性变换是椭圆的 
(或抛物的或双曲的），所有的这些变换成一群(这群是一个参数的群). 

证.先以抛物串 

y =々， 々实数 

为例 . W = z + 2 ^ J , w + 2 kJ 分别是以 y = ^ 15 y =々2的两个反演.其积是 

即得出所有形如 w =- z ^ ki 的变形.这些变形成一分群，这分群与“实数的加法群”相 

同. 

再讨论椭圆串 y A ： tg (9 (o < 0 < jc ). 

w = c z 


是以 y = X tg0 为基圆的对称 •= c 2i6 Sy w = e 2ie ^z 之积的形式是 W M 这瘦变 


争 


20 






换成一分群，这分群与“绝对值 =1 诸数的乘法群”相同. 

最后讨论双曲串 ^ a P 2 . 变形…^ = -? 1 之积为 W ^ 即得形如 

Z Z PI 

UJ > 0 ) 的变换，这群与“正实数的乘法群 # 相同. 


§13. 射影几何的基本定理 


定理 1. 任何一个连续变换如果把一维射影(复)空间 一一 对应地变为其自己，并且 
使调和点列变为调和点列，一定是一个广义线性变换. 

证.假定 

W = /(Sf) 

是这样的一个变换.由于线性变换可以把任意三点变为任意三点，因此我们不妨假定 


由 


可知~ 


2 


0 =/(0)，1 =/(I )， co == /(oo). 

(oo, 0 2 , s 3 , 2T 4 ) — 1 

( z 3 + 2： 4 ).因此，如果紹 3 = /(^ 3 )j ^4 5=8 KO， 则 


即对任二复数《， 6 常有 


| («/ 3 + 浓 4 ) = / (含0 3 + 方 4)). 


f(a) + /O) = 2/ ( 音 O + 办 ))• 


由办= 0得，/(<0 = 2/ 因此由上式推得 

/( a ) + /(^) = /(« + ^). 

特别对任一自然数 n , f ( n ) = »/(1) == n , 又由 /(—«) + /(«) ** /(0) *=» 0,可知 
/( — n ) = — /(«). 又由 = /( fl ) ^ n » 可知 f 8=3 即对任 一 '有理数 r ， 

常有 f ( r ) = r , 由连续性可知对任一实数 I / O ) = A 

命 /(0=；.由于（1， 一 1， * •，一 0 = ( ; :」 ■) = — u 可知 （1, 一 1，/， — /)=—1. 

、1 十" 

即得 



即尸= _i .故 K0 或 K0 = —夂 

如果则同法可证：对任一有理数。 Krf ) = ri ; 对任一实数 y， /(〆) = 〆• 

因此 

j(^x + yt) = /OO + /CyO ^ ^ + yi. 

即 

/00 « 

如果 f(0 则对任 一 实数 y， /0» =* 一 *>，因而 

/ W « 


即得所证. 
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第二章非欧几何学 


§ 1. 欧几里得几何学(抛物几何学） 

考虑一个抛物圆族，不妨假定它是由过00的诸圆所成的族，即所有的直线所成的族. 
我们现在考虑依此族中诸圆（即直线)所得出的反演所演出的群. 

考虑反演 

w *== e id s + X 实数 （1) 

(不难直接证明它是反演)，这反演的不变圆是 


即 


y cos —— 6 一 x sin —— 6 =—— . 

2 2 2 

这是一般的直线，即当 A 实数，则 （1) 代表了对这些抛物圆族的所有可能 
的反演.两个反演之积 

u/\ ^ e^w + 55=5 〜 一 ie~^ ,9 X^) ~b ie^^t 

= e iU ^ e) z + ie^t — （ 2 ) 


它的形式是 

w = e td z + 《， q 复数. （3) 

反之，前已证明形如 （3) 的变形可以表为二反演之积.因此，由抛物圆族出发得一个群， 
其中的变换或是(3)，或是 w 或是二者 之积. 我们看看（ 3 )的几何 意义. w = e ie z 

是旋转 ， w ^ z-^r q 是平移，因此 （3) 所表示的就是刚体运动，而 w =^ z 是反演，这样 

所得出的群称为欧几里得群. 

在平面上，在此群下的几何学就是普通的欧几里得几 何学. 

所以欧几里得几何学可以看成为由拋物族所引出来的几何学. 

欧氏几何学有以下的一些重要 性质： 

(0 这空间是可递的，即任一点可以变为另一点. 

GO 两点间的距离是唯一不变量，即如果 d ， S 间与 C ， D 间的距离相等，则有一变形 
把 AS 变为 C , D . 

Ciii ) 直线变为直线(即抛物族中的圆仍然变为此族的圆). 

( iv ) 两直线的夹角是唯一不变量. 

( v ) 过二点可以作一(唯一的) 直线. 

( vi ) 过一点可以作一(唯一的)直线与一给定的直线 平行. 

附记.再看变形 （3). 如果0#0，则 

w 一 a = e t6 (jz 一 a )， a = 分 /(I 一 



是一个以 0 为不变点的椭圆变形，也就是绕0旋转的变形.如果0 = 0,则得平移——抛 
物变形.因此，在欧几里得几何中没有双曲变形. 


§2. 球面几何学(椭圆几何学) 


考虑一个椭圆圆族，不妨假定它就是交单位圆于直径两端的圆所组 成的. 交单位圆 
于的圆的方程式是 

a^zz - 1) 一 tle ie z + ile 一 i$ z = 0 # (1) 

这儿《， A ， 0是实参变数 .（1) 代表整个的椭圆族，对应于圆 （1) 我们有反演 

w = QiXe td z + a)/(^az + （ 2 ) 

行列式等于 一 a 2 — X 2 .分子分母同除以 i ^ l 2 + a \ 命 


a 


\/又 2 + a 2 


sin r 5 


I 


^X 2 +: 2 


cos r 




则得变形 


tv 




(^ze ie cos x 一 i sin t}/C —— iz sin t + e^* e cost 




这个变形的行列式等于 1, 假定还有一反演 




(3) 

(4) 


则其乘积等于 

w ^ (sr〆 1 (卜 ⑴ cosr — ie t4f sin f )/( — sint + 广 〆 cost). (5) 


这变形的方阵是 



y (0— i /0 cos ^ 


i sin t 


— ic 1 ^ sin t 
e^^cost 


( 6 ) 


这是一个行列式等于 1 的酉方阵(即 mm 7 = /), 简称为特殊酉方阵 • 反之，任一行列式 
等于1的酉方阵一定可以表为以上的形式.它的证明如下：如果 


H 



\a \ 2 - {- \b \ 2 — 1 , ac + bd = 0 , \c \ 2 + |^| 2 =»= 1 , ad — be \ y 

适合第 一 个式子的 一 般解是 0 = cosr ，b = ~ ie i4> sinr . 由第二式 c =*= — J /, 
d = 心，由— be = ( I « P + J ^ J 2 )/ = 1 3 得到 / = 1 ，所以 

M =■ ( 1 | a | 2 + |^ I 2 = 1. ⑺ 

\ —— b aJ 


因而得出表达式 （6). 

定理 1. 由一个椭圆族的圆经反演而得出的群是特殊酉群（但需 注意士 从仅表一个 
变换). 

附记. （7) 式表示酉方阵与四元数的关系.命 + ~ 表一四元数 •由 | a | 2 + 
| 办 | 2 = 1 ，可知 | m |= l . 如果 ^! = + 办 i / ■，贝 lj mm \ == aa x — bb \ + + ^\) i . 

这也表示乘积 MMu 因此特殊酉群可以表为单位四元数的乘 法群. 

再看反演 （2) 在 Neumann 球上的 意义. 对应于圆（1)，我们有平面 

cc^ + sin Q — Xr\ cos 0 = 0. (8) 


• 23 • 



这是一个过球心的平面，在球面上表一大圆. 

定理 2. 反演 （2) 在 Neumann 球上表示一个依平面 （8) 而对称的变换. 

证.如果我们能够证明0 = 0时的情况，便由平面旋转可以推出一般的情况.这时 
平面（ 8 )变为 


变形（ 3 )变为 


由此得 


命 


^ sin t — 7] cosr = 0. 


w 




C^cosr 一 i sin t)/C —— ^ sin r + cosrX 


1 


W 2 




1 + \z 


iz sin x + cosr \ 2 # 


z 


x J r iy y w u + tv ^ 贝 lj 


w 


z 




cosr 一 i sinr)C/sr sinr + cost) 


I — iz sinr + cos t f 2 
i(^zz 一 1) sin X cos t s cos 2 r + ^ sin 


I — iz sinr + cos t 


(9) 

( 10 ) 


由此可知 


x 


u 


iz sin r 4 - cosr j 2 ? 


v 


一 1 ) sin t cos t —— y Ceos 2 t 一 sin 2 r) 


» 

t 


tz sin t 


cos r 


m 


因此 


2u 


v 


z 


1 + \ u /\ 2 1+丨芯| 2 ’ 1+| 如 I 


Ul 2 + 


sin 2t 


2 y 


+ 1 


z 


cos 2 r, 


a 


2 




1 


w 


1 1 + z 


(1 


z 


2 I iz sinr + cosr | 2 ) 


1 + I 2： 


a 


z 


z 


sin 2 x — 2 cos 2 r + 4y sin t cosr) 



糾 2 + 1 


cos 2 r + 


2 y 


+ M 2 


sin 2 r 


■ 


& 球上，假定爹 ， b C 对应于 h 疒， V ， f 对应于…则得 

r = ?， 


i{ — —— 7] coslt + ^ sin 2r ， 
^ 7] sin 2 r + ^ cos 2 r . 


di ， Pi ， Ci ) 与其映象 （&， U ， C2 ) 的中点 ( 芒 l + &)， 了 Oh + ❿）， t (Ci + C2 ) 


2 


2 


2 


定在 （9) 上.此点可以直接验算出来，即 

sxn -h 7]\ sin 2r + cos 2r) —— （$i —— 巧 i cos 2t -h ^ sin 2r) cosr 
= fiC sin r + sin t cos 2t — cosr sin 2 r ) 

+ ^ iC 一 cost + sin t sin 2t -+■ cost cos 2x0 = 0* 

即 （ ll ， Tl ， Cl ) 与（芒2,取， （2) 依平面 （9) 而 对称. 

定理 3. 连续两个反演的结果在 Neumann 球上表示一个旋转，其旋转轴的两端对应 

于两个反演的基圆的交点. 
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证.椭圆族中二圆定有二交点.这二点是经此二反演的不变点.由于基圆是大圆， 
二不变点在球面上一定是直径的两端.这二反演变为依通过 
此直径两平面求对称而得的变换.在任一垂直于直径的平面 
上看，图 形是： 有两条相交直线，对之各反演一次，其结果是 
一旋转，假定二直线/ 15 / 2 的交角为 r . 原来位置是叫上的 
—点 ^叫与 A 的夹角是心对 A 反演后得％上的一点 P 2 . 

m 与 h 的夹角等于 t 一 6, 对/ 2 反演得与;的夹角 
是 2 r . 

不难证明，任何一个旋转也可以用此法得之.因此，椭圆 
几何也就是在旋转群下的球面几何学. 

附记 1. 注意： MU ^ l 也可以申述为变换使虚圆 zz + l ^ O 变为其自己. 

附记 2. 椭圆几何中的变形都是椭圆的.原因是其变换的不变圆成一圆串，而且是 
双曲的. 



§3. 椭圆几何的一些性质 


不难证明椭圆几何有以下一些 性质： 

CO 这空间是可递的. 

00 两点间有以下的唯一不变量.对应于这两点在 Neumann 球上有两点，通过这两 
点与球心各做一矢量(但注意0与 2^-6 可能是同一的）,这矢量的夹角是不变量. 

CHO 椭圆族中的圆仍然变为此族之圆，此圆称为测地线(或迳称直线). 

(iv) 两测地线的夹角是唯一不变量. 

(v) 过两点(除去对应于 Neumann 球的直径两端的情况），有唯一的测地线. 

Cvi) 过一点不能作一测地线与一给定的测地线不相交. 


§ 4. 双曲几何 （ JIoSaHeBCKiift 几何) 


考虑一个双曲圆族，不失去普遍性我们假定这族是由正交于单位圆诸圆所成的.由 
正交条件得《 — = 0,所以圆的形式是 

azz + + + a = \h \ 2 一 ce 2 〉 0. (1) 

所对应的反演是 

w =» C ——石芝 一 cc)/(^az + (2) 

由 


1 — 


WW = 


[C^ + — C 一 hz —^ oc)( —— hz —— os) ]\ccz + h | — 2 

( 1 一 zz^) \az + h\^\ \ h\ 2 一 cs 2 ) ， 


可见反演 ( 2 ) 把单位圆内 CUi <1)变为单位圆内 (M < 1 )，圆周变为圆周，圆外变 
为圆外. 


显然1^1 > oe . 命 a + (圆内一点)及 一 A/Z =则（ 2 )变为 

h 


4 
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w = e td (^z 一 ^)/C —— dz + 1), 

再进行一次变换，则得线性变形 


w 



Z 


a 



* 


一 az 


( 4 ) 


这-一变形把单位圆变为单位圆，把圆内一点 z = a 变为«/ = 0.不难证明，任意两个反 
演之积也是一个使单位圆不变的线性变换. 

反过来，我们证明，凡使单位圆不变的线性变换一定是 （4) 的形式.假定 w=^iaz + 
b)/(：cz + d ') 是这样的一个变换 3 把圆 

\az H ~ b \ 2 — \cz + d \ 2 == 0 

变为单位圆，这圆 

C | <? | 2 — | c j 2 ^zz + (^ab • cd^z + (jtb — cd^z + \b\ 2 ■ {^ | 2 = 0 
是单位圆的充分且必要的条件是 d d = 0及 UP - | r ] 2 = —( Ml 2 — Ml 2 ) # 0. 

由前式可知 a c = bt , 代入后式得 （1 — | z | 2 )(|々| 2 — Ml 2 ) = 0，即 |/| = 1. 

代入原来的变形中得 _ 

w = (^dtz 4- b^)/(btz + d ') =^~{^z + f )/ (警 z + 1). 


由于 


d 

—t 

d 


， = H 这就是形式 （4) 的变换 • 

\dt / dt d 


以单位圆内部作为空间，形如 （4) 的变换所成的群作为变换群，这样所得出的几何学 
称为 Jlo 6 aqeBCKHH 几何学，或双曲几何学. 

刚才是以单位圆的内部作为空间出发的，如果我们以上半平面作为空间出发，则得性 
质相同而表达方式不同的几何学.群变为 


w = Caz + b 、 j、cz 七 J )， ad — be — \ ^ (5) 

而且^ h ^ j 是实数.要证明此点只要证明把上半平面变为上半平面的线性变换一定 
是而且也就是（ 5 )即足.把 3 = 0, 1， 00 代入（ 5 )式，要求 W 是实数，因而可以得出0， 
C ， d 是实数，而且 ad — be ^ 0 . 再由 


ai b 一 uc + bd + iQad 一 he 、 

ci + d c 2 + d 1 


可知如果 ad - bc >0, 则把/ 变为上半面的 点， 不然，把 / 变为下半平面的点.因此 
ad - bc ^ P \ 分子分母各以 P 除之即得所求. 

今后我们按照方便有时考虑单位圆内部，有时考虑上半平面，但所得的结果极易由其 
一而推出另一. 

上半面的表达形式称为双曲几何的 Poincard 表达形式. 



离 


单位圆内（或上半面上)的点作为几何对象，有变换 

w = e i& - -| 这 |< 1，0 < 0 < 2 沈 . C 0 

1 — az 

(1) 也称为一个非欧运动.作为我们的运动群 r 中的一个变换，首先，圆内任一点 a 
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可以由运动群 r 中的一个变换变为 o . 因此，双曲空间是在 （1) 下可递的.不仅如此 ，一 • 
点带一方向所成的集合也是可递的.方法是先把一点换为0,然后经过旋转把任意方向 
变为与^轴的正向同向. 

再看“测地线”(或迳称直线），即正交单位圆的圆，通过两点有一条而且仅有一条“测 
地线' 证明此点极易.我们可以看上半平面.作这两点的垂直平分线交 x 轴于 c ， 以 
c 为心过这两点的圆，就是唯一的过这两点的合乎要求的圆. 

测地线成一个可递的集合.还是用上半平面来证明，任一测地线对应于*轴上两点 
(交点），对任意二实数，有一实变换故 = (az + b^/^cz + ad — be ， \把它们变 

为任意二点.故得所证. 


两条测地线如果相交则其夹角是不变量. 

现在主要需要研究的是两点间的不变量的问题.假定 A 是两点，命芤 1 ， K 1 是其 
对单位圆的对称点.作交比 


犮 (之1,怎 2) =(之1， z 2i 运 r 1 ) 



z \ — z 2 
1 — Z\Z2 


⑴ 


这是两点的不变量.换言之，如果=1，=2变为心 ，如 2，则 

K 之1，么2) = C 名1，厂 1 ，巧，巧 1 ，) = (如 1，… r 1 ， 如 2 , ^ r 1 ) —公 C 如1似2乂 

反之，如果尺，尺是正数，则有变换把々变为0,把 A 变为 a ■，而 giz s 0)= 
\ z \ 2 = K . 经过旋转可以使0不变，而把 z 变为尺之因而得出： Ka ，々） 也是两点的唯 
一不变量.如以上半平面为基础，则得出不变量 

艺1， ^ 2 ) =* 一 之 2 • 


直接用 K ^， 心）作为距离，并不能得出距离的若干重要性质.我们用以下的方法来 


推出距离函数.取 z x ^ z + dzy Z 2 = 则得出 


\ dz \ 


2 


( 1 - kl 2 ) 2 


这是微分不变量，即它经过 （ 1 ) 而不变.直接的证法是微分 （ 1 ) 得 


即 


dw 


€ 


az 


a(^z 一 a ) 

il~-azy 


dz = e ie —- - dz 


(1 - az ) 


y 


\dw j 


2 


(1 — ui 2 ) 


1 一 az \ 


— I 心 I 2 , 


(3) 


因此，得 


1 — I w I 





- UI 2 )(1 -■ UI 2 ) 


1 — az 


I 心 I 


dw t 


(1 - IH 2 ) 2 (1 — W 2 ) 2 , 


在双曲几何中长度元素等于 


ds 


dx 2 + dy 2 
1 一 x 2 — y 2 








而面积元素等于 


da 


dxdy 


C 1 一 x 2 - y 2 ) 2 * 


如果对上半平面来讲，长度元素与面积元素各为 


ds 


\J dx 2 + dy l 


da 


dxdy 


y 




定理 L 在双曲空间中取二点 A ， C 为连接此二点之任意曲线（假定它是连续的 
而且有连续切线)，则使 


ds 


C 


取最小值的 c 就是测地线. 

证.取上半平面为基础.作一中心在^轴上，而且经过&的圆，命其中心为（/， 
0)，则圆之方程可以写成为 


且设 0^6, 及吋， 



^ ^ + pcos8 ^ y = p sin0. 

^ = ^1^2. 曲线 C 的方程可以写成为 

x = / + p(0) cosd ， y = pC^ sin 6^ 
P ( 沒 l) = = p, 0 <i d t <Z 6 i <Z 7t^ 


\! dx l + dy l 

y 



〜 /(p'C 沒） cos0 — sin 沒 ） 2 + Cp'( 沒 ） sin 0+p(0)cos0 ) 2 ⑽ 

sin 0 


= V 1 + ( 繫 ) 2 7 T 7* 

l S *~ T " 

当且仅当 P f W « 0 时取等号，即当 pW = P 是一常数时取等号，即当 C ： 是过〜， 巧正 
交于 x 轴的圆时取等号. 

这证明不但证明了定理，而且证明了沿测地线该积分的值等于 




图12 


沒2 

log ― -— • 

tg - $i 

这一数值的几何意 义是： 过力，~的测地线交 x 轴于 
A , S ; C 为圆的中心，因此 





2 





Bz 2 

z 2 A 


因此 

log —-— log |(S ， 名 2 , ^J|. 

~~ ^1 


不难算出 
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\(B,A^z 2 , z t )\ 2 = 


1 + \z x — ^2 1/1 ^ = 1 + h V2 (z^ Z 2 ) 

1 一卜【 一 y/i 乏 1 — 公2丨 1 — a i/2 ( 之1， 


因此，我们可以定义 


DO ” z 2 ) 







2 


log 



/ U )> 0 , /( 幻 ）>0 


是两点 A ， A 间的非欧距离. 
在单位圆的情况是 


ZX & ，幻） 


■liog 1 1 二 if 否 L ± i ^ n ^ 

2 丨 1 一 ^1^2 | — 1 Q — 之 l| 


名 ll < 1，1^1 < 1. 


由定义显然可见，如果 


DOl ， 之 2 ) M 0, 


则 • 

I 1 一 Z^Z 2 \ + | 公 2 — 艺 ll = 1 

| 1 一 z x z 7 \ ― | Z 2 ~ z x \ 

即一;3^| == 0，即 Z X «= Z 2 m 因此，距离函数有下列性质： 

CO ^ 2 ) *= 0 的必要且充分条件是^ 

( ii ) D { z t ^ Z2) > 0 # 由于 |l 一 ^1^1 + |忍2 — 怎 l | > |1 — 芝 1 公 2! - 1^2 — I ，故得 


所证. 

( iii ) D ( z l? z 2 ) *=» D { z 2> 

( iv ) Zi ) < z 2 ) ~h D ( z 2 > ^0. 当且仅当 A ， A，h 在一测地线上取等 

号. 、 

由极小性质可得以上的结论.性质 （ iv ) 可讲 述为： 非欧三角形两边之和大于另一 

边. 


§6.三角形 

所讲三角形是指三条测地线所围成的三角形（图 13). 不难推出“两边夹一角全等定 
理”，“两角一联边全等定理”，“三边全等定理大角对大边 定理” 等等.我们现在来求三 

角形的面积. 



S 



定理〗•三角形 J ， S ， c 的非欧面积等于充一 — ZC . 

证.以上半平面为基础，面积等于 

f ( dxdy 

JJ "7^ 

1) 先研究 ZB - ZC -0 的情况 （如图 14). 不难证明有实变换把 S ， C ， D 各变 
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为 00, 1，一 1 (或变为 00, 一1， 1)，而且所对应的行列式是正的.实质上， 

〆 = + (£> — 2B + C> + (BC — 2DC + DB) 

Z = ~ (C — D)z + (D — C)B — 

就是这样的变换.而且行列式等于 ±2 (D — CXC — ⑽一 D ) 经此变换后，图14 
变为图 15. 假定^的坐标是 Ot 0 ， yo ); 贝 lj 




2) 假定= 0. 用实变换把 C 变为 00 , 得图 16 .由 1) 可知 

A/i B C = AB EC — EC — it 一 ^ B — (充 — (7t — = it 一 ^1A 一 ^ B. 

3) 如果 Z . A , Z . C 无一为 0, 如图 17 .由 2) 可知 



AABC = AADC — AABD 

= ( 宂一 — ^LA — - ZB AD) 

—[允一（宂一 乙 BAD ^ 

= it —— ^LA — ZB 一 ZC• 

定理证毕. 

由此定理立刻推出 


定理 2. 三角形三内角之和不大于二直角，其值可取0与《之间的任何一值. 


§ 7.平行公理 

总结一下这三种几何的一个基本不同点. 

欧几里得几何学(拋物).平面上的点是我们的几何对象(不包括无穷远点).运动群 
由 z 十 h 及"玄 所组成.测地线就是直线.在平面上过一点只能作一（唯一) 

测地线与一给定的测地线不相交(欧几里得第十一公设). 

Riemann 几何学（椭圆）.球面上的点是我们的几何对象.运 动群： 球的旋转，及对 
过球心平面的对称.测地线就是大圆.在球面上过一点不能作一测地线与一给定的测地 
线不相交. 

/ l06aqeBCKHH 几何学(双曲）.单位圆内的点是我们的几何对象.运动群是 

z 一 e 沾 

1 一 az 

及 z — L 测地线就是正交于单位圆的圆(在单位圆内的部分 ). 过一点有无穷个测地线 


\ 
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与一给定的测地线不相交. 

当球与圆的半径充分大的时候，如果我们的测量仪器根本分辨不出圆弧的曲率的时 
候，我们就无法分辨我们所在的空间是那一类几何学.在历史上“陆地如棋局”的看法，就 
是把地球面的椭圆几何误认为抛物几何的看法.把空间看为无穷无尽的欧几里得空间， 
而曰月星辰处于其中的看法 ，也 忽视了测地线有曲率这一事实. 


§3. 非欧运动分类 


我们现在来研究非欧运动 

W = e i& ⑴ 

1 — az 

的分类.在椭圆几何中我们已经看到其中的变换只可能是楠圆的.在抛物几何中，可能 
有抛物的也可能有椭圆的.在双曲几何中，问题更复杂这里可能是双曲的 a 抛物的及椭圆 
的三种变换. 

1) 圆内有一个不变点.如果 （1) 把0变为0,则得 W => e ie z . 这是一个椭圆变换. 

因此 



1 






1 一 az 


( 2 ) 


是一个使 a 不变的非欧运动而且没有其他不动点（在圆内）.因此，在圆内有一个不动点 
的非欧运动是椭圆的，而且形式就是 (2). 这样的变形称为非欧旋转.如杲圆外有一个不 


变点~则^ =4* 是一个圆内的不变的，因而仍然是椭圆的.因此今后我们仅需讨论不 

b 

变点在圆周上的情况. 

2) 圆周上有二不变点.现在取上半平面，即二不变点在^轴上.如果它们是 0, oo , 
则得 w 々>0.它是一个双曲变形.如果是任意二不变点，则 



是使 a ， #不变的双曲变形.总之，如果二不动点在圆上，则得双曲变形. 

3) 仅有一个不变点.还是以上半平面为例.当此点在00,则 + 
数）.而一般的是 


这是抛物变形. 
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第三章解析函数、调和函数的定义及例子 


§ 1•复变函数 

复变函数是一个复变数=的函数，函数值也是复数变数的范围是复平面 
上的一个点集 M . 对 M 的每一点对应一个复数 W ， 这样的函数 /0 O 称为单值的 .M 

称为/0)的变数 范围. 当^取 A / 的一切值而得出的所有的故值的集合 V ，称为函数值 
的范围. 

命 z + />, u^u + iv t 实际上所谓复变函数《/=»/(>)，就是两个实变数: T ， 
y 的两个实函数 

« — ? y), v => v(x ,y) t 

分别把 = 与 w 各安置在一个复数平面上，则一个复变函数可以看成为 （ r ， y ) 平面上 
的集合 M 到（《， 〃:) 平面上的集合] V 的某一 映照. 如果 w = /0) 是单值的，而且对应于 
不同的 M , 有不同的则这样的映照称为在 M 内是 一一 的，或单叶的.在这 
样的情况下，我们可以定义 3 T =*< P («0. 它把 W 上每个如映到 M 上的 Z 点，这 Z 正是在 
/00下映到 w 的点.它称为 W 这 f ( ji ) 的反函数. 

如果 W == /( ar ) 把 A / 映到 iV 上，而 W = 又把集合 2 V 映到 P 上，则 

W = 々 o ) = gifts ')] 

把 M 映到 P 上，这叫做函数的复合函数.特别当 wu / Q ) 是 一一 的，而 ^ 

是/的反函数，则有 

<pC/W) = 

例 1. 第一、二章所说的线性变换 

w = (^az + b^)j(^cz + d ") , ad —— be \ Q 
都是这样的变形 （ M ， iV 是整个 Gauss 平面）. 

例 2 . w = f 把单位圆的内部变为单位圆的内部，但并不是 一一 的.因为对任一整 

丄 2 戈 u 丄 iQ 

数 /， ~ 都对应于一点 


§2. 保角变换(或称共形映照) 


一个复变函数^ = /(^)可以看成沟一个复平面上的变换(或映照)： 

« = wO, y )， V = y )， (1) 

它把区域 M 变为区域 iV . 假定函数《，〃对; r ， y 在 M 内是可微分的 ，则 微分矢量间的关系 

是 


du = 

du 

dx 

dx + 

dv = 

dv 

"dx 

dx + 


du 

dy 

dv 


dy 


dy 

, 

dy \ 




另一微分矢量 UiU , d x v ) 对应于 （ O , Ay ). 矢量 ( du ， dv ) 与 UlU , d t u ) 的夹角的余弦 

等于 


dud x u + dvd x v 

a /(^ 2 + dv 2 Xd x u l +^^) 

Edxd^x + F(^dxdiy + d \ xdy ^) + Gdyd^y 

^^^^3 ■■■■■■ 11 — "~ — 1 ™ """^ - ~ ^ 1 ™ r ™ ii «™ ~™ 

a /( 五 A 2 + 2FefWy + Gdy 2 ^FdiX 2 + + Gd x y 2 ^) 



这儿 

e 篇 f^-Y + f^Y, F== ^_^l + n ， (^_Y + (|^V. 

\Qx f \5x / dx dy dx dy \dy / V dy / 

如果在某区域内这夹角等于矢量（办， A)，Uh ~)的夹角，特别分別取心 - d iy = 0 

和 A = ^，办= — d x y 9 则得条件 

F = 0, E = G , (4) 


由 F =0得出 


du du — 

dv 





dx dy 

dx 

dy 3 


即 

du 

dv 

dv 一 


du 


dx 

=<P 7， 

dy 

dx 

a —— q > 

dy • 

代人£ = G ， 贝 lj 







m + (s-t =^ ((tT + m) = m + (釕 


即得 V = l . 因此， < P - ± U 若还要求角度的方向保持不变，则需 v = U 即得著名 


的 Cauchy-Riemann 方程 


du dv dv du 

- - -^-— a=s - f [) 1 

dx dy ’ dx dy • 

由于两条曲线的交角决定于其交点处的两个切线方向，因此，如果映照 （1) 使任何两 
条曲线的交角不变，则它一定适合于 （5). 反之，如果在某区域内 （1) 适合于（5)，则一 
定使两曲线的交角(在此区域内的)不变. 

因此适合此条件的变换称为保角变换（或称保角映象).但必须排除一种可能性，即 

_ * « • 

那些使 E ^ F ^ G ^ O 的点.此时，公式 （3) 的右边变为因此并不能得出保角的 

性质. 


例如：“ P — y 2 ， 〃 = 2 xy m 在原点并非保角变换，虽然其他诸点都保角. 
如果变换 （1) 适合于（5)，则得 

I 

du 2 4 - du 2 ^ 4 - 0 / 尤 2 + dy 2 \ 

-\dx / \dx / \ 


( 6 ) 


这说 明了： 一 个保角变换把一点附近的一个无穷小圆周变为一个无穷小圆周（圆性质）. 
因此，也有人称为共形映照.当然也必须注意使 


du dv du dv 

- IN** _—■ ■ ^ 一 - --- 

dx dx dy " dy 



的一些点，对这样的点，结论并不正确. 



前二章所谈到的线性变换都是保角变换，而且是在大范围内具有圆性质的. 

从 Cauchy-Ricmann 条件可以推出（假定在某区域 O 内，《，"有二阶连续偏微商) 

d 2 u , d 2 u _ d 2 v d 2 v „ A 

同样可以得出 


dx 2 


a 7 2 





算子 △ = + + 称为 Laplace 算子，方程 


称为 Laplace 方程, 
方程的解. 



d 2 u 

df 


任何一个在区域 D 内所定义的保角映象（1)， 其“与〃都是 Laplace 


在区域 D 中适合于 Laplace 方程的函数称为 D 内的喂印 ff ， 或称年寧勢.而"称 

为《的共轭函数，显然可见_«亦是 p 的共轭函数. . 

现在考虑由一个调和函数 《0 r ， >0求出它的共轭函数的问题. 

假定 D 是一单连通域，而 y ) 是 Z ) 上的调和函数，则定义 


以 0, y) 




(: r 少） 
( I 。，少 0) 


du 

dy 


dx 4 - 



这儿 （ A ， yc ) 是 £> 内的一定点， O , y ) 是 Z ) 内的一变点. Laplace 方程 


d 2 u _ d 2 u 

■ ■，国 ■ ■ ■ ■■ ■ 

dx 2 dy 2 



⑺ 


就是积分 （7) 为确切微分的积分的条件.即 （7) 是 Or ， y ) 的函数，与由（以， y 。） 到 O , y ) 


的积分线路无关. 


再看 

du 

dx 



— lim 


h 


Xx+h t y) 

y ) 


du 

dy 


dx 



dy 


lim 




du , du 

- ax == —- 

dy dy 


同样可得 


dv du 


即 t / Ot ， y ) 是《 G ， y ) 的共轭函数，但因为 y ) 是由它的偏 


dy dx 

微商来决定的，因此可以相差一个常数.也就是^3 y ) 的共轭函数一般是 


y ) = j 


C ( x , y ) 


( 龙 0, y 0 ) 


du 

dy 


dx 


du 

dx 



+ c 


m 


这儿 C 是一实数. 

再看 D 为多连通域的情况.此时积分 


(尤， y ) 



y ) 


y 。） 


du j t du 
- dx -4 - 

dy dx 



C 


不一定是一个单值函数.常会因为所取的路径不同而得不同的数值.如果两条路线 L ， 
I 可以在 D 的范围内由其一连续变形变为另一时，沿它们的积分还是相等的.但，当不巧 
能的时候，则不一定相等.例如 、 
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logO 2 + 〆）• 


它在环 形 + 内是一调和函数.环形是连通的，但不是单连通的.其共 

轭函数 


y) = 2 


ydx + xdy 


y 


2 


C = 2 Arg s ： + C 


2 


在环形内是一个无限多值的函数.我们有 


厂 


1 = L +， 


ydx + xdy 


.2 


+ y l 


2宄, 



图18 


在环形中任何一条曲线如果绕2 = 0正向一周，则可 
以不出环形之外连续地变为圆 / + y 2 « p 2 . 任何一 
条由 A 到 Z 的线 C 可以连续变化变为另一条由 別到 2的路线. C 是由以下诸部分构成 
的； （0 —条无交点的曲线己。， （ H ) 绕 =pN 圈（正向的 2 V 是正，负向的 N 是负） • 


这样 



y ) = 2 arg z + 2utN^ 

再回到一般的 问题. 假定0内有切个“岛屿” h 


r 


命 


r 


du 

dy 


dx 


du 

dx 



图 19 


f A 是只含有 h 的在 D 内的闭曲线 • 任何一条咲接 as 的曲线 
c 可以改变为一条曲线它是由以下诸部分所构成的： （0 
一条由^到=的简单曲线匕（指无交点的曲线 ），（ ii ) 绕的简单闭曲线，可能绕行 
次(正向正 iv A ， 负向负 iv *). 而积分 


O, y) 


z 




Z 


e 0 


NJ\ 


N m T m 


这儿•…， AL 是整数.常数 r A 叫做对应于的 周期. 现在〃(〜 y ) 是多值 函数. 
虽然如此，它的微商还是单值的，而且仍然适合 Cauchy ^ Riemann 方程 • 


§3. Cauchy-Riemann 方程 


上节所得出的 Cauchy-Riemann 方程 

du = du 
dx dy 


du du 

一国 ■ s=s — - - 

dy dx 


( 1 ) 


也称为 Eulcr - D ' Alembert 方程.假定 D 是一域， u(x^ y ) ? y) 在 D 内是有一阶偏微 

商的函数.假定方程 （1) 在 d 内成立. 

把 （1) 换为极坐标 


du 

—du 

dd 

+ du 

dp - 

sin 6 du 

4 - cos 6 du 

dx 

~ dd 

dx 


dx 

P dd 

dp 

du 

du 

dd 

,du 

十 

dp _ 

cos 0 du t 
= -- 

* o 

sin (7 - • 

dy 

dd 

dy 

dp 

dy 

P dd 
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因此 


即得出 


sin 6 du , 

十 

cos 6 du 

_ cos 6 dv 

+ sin 0 

P 08 

己 p 

P 

dd 


cos 6 du + 

sin 6 Qu 

— sin 6 dv 

— cos 6 

P dd 

dp 

P 

dd 


du 

_ dv 

dv 

yi _ 


du 

dp 

—dd’ 

P 

dp 


dd 9 


dt^ 

dv 

T P 


( 2 ) 


Laplace 方程也变为 


de 1 


dp \ dp 




(3) 


即 




d 2 u 


dp 2 dp 

使用 （ 2 ) 与 （ 3 ) 时，特别注意 p — 0 时的特殊性. 


dd l 


0 


调和函数是线性的，即如果〜〃是调和函数，则对任何常数 A A ««+ 也是调 


和函数. 


例 1. 把/分为虚实部分 


u 




p n cosnd^ v = p n sin n$ 9 


它们适合 （2) 式，即 

du 


p 


dp 


»p"cos nd^^-, 

dd dp 


np n sin nQ 


即它们是共轭调和函数.如果作为变换来看，必须注意当 P 


du 

~~ ~dd' 

时的非保角性. 


例 2. 由线性性质把一个多项式分虚实部分，它们也成一共轭调和函 数对. 
例 3. 假定一级数 


co 


/ o ) = 2] 


n 


+ ^ n i 


在内收敛，则它的实虚部分 


00 




n cos n6 — ^ n sin n8^p n 


00 




(of fl sin nO 4 - cos n6)p n 


也成为一对共轭调和函数. 
特别如 


X 


cos 6 


« 


CO 


tf^ co ^cos(psin0) = 2 


00 


C01 ^ sin (/ocos0) = 


p n cos nQ 
n\ 

p n sin nQ 

打 l 
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是一对共轭调和函数. 

又如 

logs ： = log J z J + I Arg z m 

« = log I 2 - I 是调和函数，因为 

du x d 2 u y 1 — x 2 6 l u , d 2 u 

a7 ; 2 + 〆 ~o? ^ (x 2 + y 2 ) 2 ’ a7 2 ~of 

虽然 v-Avgz 是多值函数，但是它是 《 的共轭调和函数. 

例4,函数(对正整数 《) 

u — p~ n cosn8 y v ——— p~ n sin n6 

也是一对共轭函数(但 P =0 必须除外). 

例 5. 在环 r < \z\ <R 内，如果 

CO 

2 〜〜+心 

n 爲 _00 

收敛，则它的实虚部分 





00 

S cos n0 — sin n6) f> n ， 


CO 

p s= S (of^sin/70 + 贫 n cos nd) f) n 

^ — 0Q 

成一对共轭调和函数. 

假定 

X *=* x(x l9 yj, y = y(x x , y t ) 

是一对共轭函数，则《， 〃 作为 n 的函数也是共轭的. 

du ^ du dx + du dy _ dv dy + dv dx = dv 
dx x dx dx t dy dx x dy dy^ dx dy x dy^ 


du du dx , du dy dv dy dv dx dv 

dy x dx dy x dy dy x dy dx i dx dx x dx x * 

即共轭的关系经过保角变换而不变，也可以说成为保角变换之积仍然是保角变换.再看 
Laplace 方程经保角变换而变化的情况： 


d 2 u 




dhi 

df 




2 


相加得 


du d 2 x + du d 2 y 
dx dx\ dy dx 2 ^ 



d^u 

df 



dy 

dyi 



2 


&U 

dx\ 






因此调和函数 y ) 经保角变换后依然是调和函数. 




_ 
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以上所论都必须注意变数所处的区域. 

条件 （1) 与 （2) 是以下形式的条件的特殊形式. 

du dp du dv 

_/_ fM * _ « _ ■ - 

ds dn ’ dn ds 


即在保角映象 《 + /> 所定义的区域内如果有一曲线 c ， 则在这曲线上《的切向微分等于 
c 的法向微分，〃的法向微分等于负的〃的切向微分.要证明这点是容易的.因为 


而 




dv 

a 7 


dv 

dn 





du 


注意.切线方向取定后，法线方向是指依此方向正向转90°的方向. 
平行于 T 轴的直线 y =七则得 （1) 式.如果取 C 为圆 P + y 2 =及 2 , 


d 


ds 


p dd 


即得 （2). 


如果取 C 为 

d a 

dn dp’ 


§ 4 .解析函数 


在区域 D 内考虑由适合于 Cauchy - Riemann 方程的二函数《(心 y )， ， y ) 所定义的 


复函数 


/U) 


O, y) + h(x ， y) # 


这函数有一特点，不管 A 循哪个方向趋于0时，极限 


lim 


+ ^) — / C ^ r ) 
h 


是唯一的，不依趋向不同而变化. 
命々=/+"，贝 lj 


u(^x + y + 0 — y) 

^(.r + y + 文 ) 一 y) 




=5 


du 

dx 

dv 

dx 


du 

dy 

dv 

dy 


+ 0(| AI )， 


+ o ( M ). 


因此得 


f(z + h) — f(jO 




du 

dx 


s 


du 

dx 


du 

—— t 
dy 

,dv 


dv_ 

dx 




+ o ( I ) 


\ 


dx 


(y + it) + o(\h\). 


所以 


lim 


f(z + h) 一 / ㈤ 


h 


du 


.dv 


dx 


m 


这是一个与 A 无关的函数. 

定义. 如果在 D 内某点 ^ 极哏 
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lim 



f(^z ^ h) — /〔：) 
h 


=/’O) 


唯一存在，则在此点 /O) 称为可导的，如果在 s 的一个邻域中 /OO 均可导，则称 /O) 在 
^为解析的. 

注意.确切的说，极限存在是指给了 6>0,我们可以找到 <>0)，使 Ml <5 
时，常有 


/0 + >0 — / O ) 
It 


— /'W 


< B. 


我们说/00在区域 D 内解析，是指如果在 Z) 内每点 /O) 都是解析的. Z) 内两个解 
析函数的和，差，积仍然是解析函数，如果除函数在 D 内不等于0,则商函数也是解析的. 

也易见：如果 gO) 是 r 的解析函数(在 D 域的），而在的取值区域内是似 
的解析函数，其函数值在△域内，则 /(?«) 也是解析函数..当《，〃在〜处可微，适合 
Cauchy-Riemann 方程，则 u 4 - h 在抑解析;反过来，如杲一函数在=处解析，则其虚实部 
分一定适合 Cauchy-Riemann 条件，而且是一对共轭的调和函数.证明极易，只须对实数 
h ，，有 

lim /( … ）一胆 =li m M + U _ ( g j ， 

/^ r -►0 it 


因而推出 

du , . dv du { dv 

-- -j- t - = _ i - + ™~ 

dx dx dy dy 


证毕. 

因此，如果 /GO 是一解析函数，则 


因此 


dfOO _ 9 / 0 ) — 1 dfOO 

■ I ' ■■ ■■ ■ m,m^" ■ 

dz dx i dy 


引进符号 




立 

dz 




反 

则 



dfM _ dfM 

dz dz 




即如果 /o) 是解析函数，则 



( 2 ) 


井且反过来也对. 
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这个结果可以看 成为： 命 + i >， rj ^ x - iy , 因此，/(0) 是？ 与 V 的函数， 
而解析函数者乃与 W 无关的一函数也. 


习题_试证 Laplace 方程可以写成为 


d 2 u 


dzdz 


肇 


例 1. 由于=是解析函数，所以 y 是解析函数，因而=的多项式 POO 是解析函数. 
在一区域 D 中，如果多项式与0 3 则¥也是解析函数. 

例 2. 如果在 z % /«有一幂级数表示 


m 


fOO ㈡ 2 a nC Z — 之 0 )% 

« = 0 

它在圆 < R 内收敛，则它在此圆内是解析函数. 
因此，在整个平面上 


0 Q 


X 


S 


n 


* 


smz , cosz 都是解析函数. 
又由干 


iog(i + — 2 (― 1 广 1 

« — 1 

所以在单位圆内 Iog(l 4-^) 是一解析函数. 

例 3. 如果 


.n 


IH < 1， 


00 


fM 攻 2j — 之。)％ 在 R i < U — ^ol < ^2 


中收敛，则 /($) 在此区域中也是一个解析函数. 


定义.如果函数 f 




在0点附近解析，则 fOO 定义为在00解析. 


CO 


例如 .S 


n 


在全平面除去0点包括00点，处处解析. 


W 


例如_ : S 4，在单位圆外解析. 


§ 5.幕函数 


命 ”是一 自然数，则 


是全平面上解析的函数. 
表为极坐标的形式 


⑴ 




⑺ 


p = f% 0 = nq) • 

对应于一个 》 有一个但对应于一个如却有》个 2T， 其值为 

« 6 f 2ut 




々，々= 0，1，2， — 1. 


因此 （1) 并不表示=平面与…平面的 一一 映照.但如果考虑=平面上的扇形（彳是固定 
的整数） 

< qo <(^ + 1) — 5 


则 （I} 把这个扇形变到去掉正向半轴的#平面.扇形中一切从原点出发的射线，变为从 


出发的射线.以 


对应于直线 


Uq 


为圆心的弧变为以 
^0的曲线是 


0为圆心的弧 


鲁 


= r costup^ v 0 = r n sxn nq) 9 

如图20,第一方程所代表的曲线用虚线表示，第二方程 
所表的曲线用实线表示. 

幂函数的反函数 


是一个；I 值的函数.在 z 平面上，从 


出发引一 


不过0的连续曲线 C 达到在&平面上先取一个固定 
的〜 0 (是《个数值之一)，当=沿 C 变时，0连续变化画 
出连 接叫) 和〜的曲线 £>. 这叫是 唯一决定的.很明 
显，由于叫的选择有”个，因而在 W 平面上可以 画出” 条曲线 M， 



•而 A 


D n 是由其中之一绕原点旋转 


2 




■ •争 


, (^-0 -角而得出来的, 


如果 D 是一不包有 


的区域，则尸可以分出《个连续单值函数来，每个函数 


取/的〃个值中的一个值.这〃个函数称为多值函数/的分支.每点上它们的值彼此 
相差一个因子 , 对每个分支来说，映照是一对 一 的，并且 


(尸) 


畢 


即^的每一个分支是解析函数. 

如果 C 是一条包有原点的曲线，当^绕原点一圈时 3 则 叫变为 


因此包有0的区域的《个分支不能分开，经过绕一圈后，可以从一分支过渡到另一分支. 


§ 6 . SKyKOBCKHH 函数 


函数 



( 1 ) 







是单值的.当2 = 0时， W = 00. 微商 



( 2 ) 


命 


±1时变为0,因此可以预料在这两点，变形将有特殊性质. 

z = pe ie ^ u/ u -b iv ， 贝 lj 


2 


cos0 ， 


2 


sin 6 m 


消去^则得 




⑴ 


对固定的 〜它在 〜平面上表一椭圆.即对应于两个圆 | d = p ， 


在 w 平面 


上有一个椭圆 （3), 当 P — 1时，椭圆的长轴之半趋于1，而短轴趋于0;当 P — 0时 
(或 p — CO 时），两轴都趋向 OO . 因此可见单位圆的内部与外部都对应于整个〜平面，除 
去沿实轴从一1到1的一段线.而单位圆 U 1 本身就对应于这一线段，但经过两 
次. 


解得 

I 

Z XJ 怎2 = 似士 一 1 

是二值的函数.如杲绕 W = I —周，就会把函数值 W + \/ w 2 — 1变为 W — \/ W 1 — \ , 
为了解决这个问题，我们引进一个概念 一 Ricmann 面.把两个 a - 平面都从 一1 到 +1 
割开迭在一^起，平面 I 表示2 ’ W + ^ w 2 一 1，平面 II 表示 Z ^ W 一 \/ w 1 — 1.把 
平面 I 的上口与平面 II 的下口粘上，也把平面 I 的下口与平面 II 的上口粘上(注意.•这 


是理想的，实际是粘不起来的）.这样的理想的面称为 Riemarm 面. 
的一个好工具.在这样的面上，函数 



它是表达多值函数 


就变为单值的了.当绕= 
到原处. 




；RJ 



%的数值转到平面 n ， 再转一周时，又上来回 


§ 7.对数函数 


命 

W — log z m 

当 Z 在角域 «< arg ^</? 中变化时，则在 W 平面上得一无穷带形 aCv<^ 
命 2 T = PC 1 ' 则 

tv = log p + id. 

故 

U = log V ， d, 

当 P 从 0 变为 00 时， logp 从 一 00 变为 co . 故得所云. 

一 般讲来 


_ 
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w = log/o + t{Q + 2 々充)，々 = 0 ，土 1 ，土 2* . 

所以我们不仅有一个带形，而应当有无穷个带形. 

另一方面，长条05 < V < / S 对应于 2 T 平面上的一个角.如果夕 一 0» > 则平面 
上被覆盖了不止一次.怎样来处理这样的多值函数呢？我们也是做一 Riemann 面.这 
次 Riemann 面是由无穷片平面迭合起来的，都从 0 到一 00 沿实轴切开.把一平面的上 
切口与另平面的下切口 粘上， 于是〜平面上的一个宽度为 2# 的带形对应于一叶 Ricmann 
面.这样 Riemann 面上的一点只对应于 w 平面上的一点了. 


习题 


除去由 




—g 2 

一 1到 


2 


把方 平面上 CI < r < 

= 0的一段实轴. 


2 


之间的带形变为单位圆的内部，但 


§ 8.三角函数 


在复数范围内三角函数的研究可以完全依靠于指数函数的硏究.因为有 Euler 公式 


sin z 


f )， 


cos 


2 


(e iz + e —*)， 


⑴ 


所以映象 


sln ^ 看成为以下四个映象 


tz 2 


⑺ 


2 


( = 


z 


) 


(3) 


的乘积.首先我们来求使它成为单叶映照的条件.命 D 为=平面上的域，经 （2) 而变为 
Di ， D 3 .在 （2) 的三个映照中，第一第三都是单叶，第二映照是单叶的必需且充分条 


件是仏中不包有适合于 

z[ — Zi = K 整数 （#?) 

的由§ 6已知要映照 （3) 是单叶的必要且充分条件是 D 3 中不包有适合于 


(4) 


刀 〆 3 


^=1 (5) 

的换为=平面，得= sin ^ 在区域 D 内是单叶的必要且充分条件是 D 内不包 

有适合于 


2{ tc , 々整数 （#0) 


而且 




1，即 


z f H- z f = (2 / + 1) 冗 ，I 整数 


攀 


的 〆， a 

例如.半带形 一 《<^<«， y >0就适合此条件.其逐步变化情况如 附图. 此带 
变为 …平面 带有两条切口，沿 “轴从 一1 到 + L 沿 "轴 下部从0到 oo ; 而 一 


2 


2 


y> 0 变为上半平面. 
正弦函数的反函数是 


arc sin 


2 


I In + 一 1 ) 


ft 


2 


arc cos 




43 


m • 





也可用 Riemann 面表示 如下： 把刚才所说过的映照一个一个地反转来， （3) 将说明是一 
个双页的 Riemann 面（见§ 6 ).而 （2) 中第二映照是 一 个无穷页的 Riemann 面（见§ 7). 

因而，它是无穷个面迭在一起，分别列号.划一切口沿实轴由一 1到1，把奇号平面与偶 
号平面如§ 6法联上，再把平面沿 y 轴下部由0到00的切口，把偶号片一片一片地如§ 7 
法粘上，把奇号片也如此地粘上. 

沿2 = 1 —周是从奇(或偶)号平面转入偶(或奇)号平面，函数值则由 

—一 i In (« ±\/ z 1 一 1 ) 

2 

变为1 一 *‘ 111(3不 \/怎 2 — 1 ). 如果绕 一 含有2 = 1， 2 = — 1的大圆 一 周，则相当于 
2 

由2« — 1号平面转入2« + 1号平面，或由 2 n 号平面人2« + 2号平面. 

同样可以讨论余弦函数. 

关于正切余切 

arc tg2r = — 一 arc ctg ^ — in - 

2 2i 1 一 iz 

也是多值函数. 

关于双曲函数 反其反 函数有 

tv — z — - -- —， z = sh* 1 w = In (…+ a/ 如 2 + 1 ); 

2 

^ eh ^ = - ~^——， z »= eh 一 1 w = In (祕 + \/ 如 2 — 1 )； 

2 
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它们都是多值函数 . In 可能是对数的任何分支.如果取出单值分支，则每一分支都是解 
析函数. 


§9. 一般的幂函数 


函数# 可以定义为 

f a In <2 

命 K = pe i<p ， a ~ a + 队则 

= In p— 尽 （ <p+2 々 nc) • fi’Co<((p+2 々 tt) 十 P In p) 

当吋， v 有无限多个值，它们在半径为以的圆周1你| =〜上.这里 

p K = \z a \ == e vln PH e_ ㈣ 《 0, ±1 ， ±2, ♦••， 

以是一等比贯，其公比为厂 2 * p . 而^的幅角等于 

6^ = aq> + /?lnp + 2\ 挪， 

是一个公差为 2 m 的等差贯. 

当 〆 = 0时，即《是实数，则#的值在圆周 

\w\ ^ e alnfi = p a 

上.如果 a == +是一既约分数，则对于每个〜？正好可以取分个不同值，也就是 

H 

£ i 

Z q = (V)' 

e K 可以看为？ 

如果“是无理 数，# 有无限多个数值.不仅如此，我们可以证明‘成一点集，都 
在单位圆上，而且是一处处稠密的集合.要证明此点只须证明以下的定理，即 
如果《非有理数，则给任一 £>0,我们有二整数 A 与沒使 

| ah — q | < e. 

这定理在第一卷中已经证明过了（第一卷第一分册§ 13,定理 4). 

§ 10. 保角变换的基本定理 

有了一个解析函数/00,我们就可由之而得出一个保角变换来.任何一个区域 D ， 
只要/00在 D 内是单叶的，我们就可以把 D 用《 ==> «0, y )， V = t /( x , y ) 保角地映照 
到一个区域上去.保角变换理论的基本问 题是： 

给了两个区域 D 与存在不存在一个保角变换把其一变为 另一？ 如果存在，求出 
把 D 变为的函数/0)来. 

显然并不是任何 D 都可以变为任何的.例如，0是多连 通而/ ^是单连通.要证 
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明此点，只要考虑内一条闭曲线——包括有 D 的外点或边界点的闭曲线 C , 如果有一 
保角变换把 D 变为 D ' 则它把 C 变为 C ' 在内能连续地缩成一点叫(€ D *) 9 
由于变换是连续的，因此 C 也将始终保持在 D 内而连续缩成为 D 内的某一点.这显然是 
不可能的，因为 C 的内部有不属于 Z ) 的点. 

关于单连通域有以下的基本定理. 

定理 1 ( Riemann ). 任何一个单连通域 jD ， 其边界多于一点， q 是其一内点.并且在 

此点有一方向矢量.我们有保角变换把 D —一 的变为单位圆的内部，把^变为0点.方 

* 

向矢量变为实轴的正方向.而且这样的变换仅有一个. 

这定理的证明分为两部分 （0 存在性， Cii ) 唯一性.关于唯一性，它实质上与以下的 
问题等价.一个保角变换把单位圆变为其自己，而且把原点变为原点，把正轴方向变为正 
轴方向，则是一全等变换 w = 2. 其理由是很显然的.因为如果 w = 与 
都是适合定理1的保角变换，则^ = f ( fVM ) 把单位圆变为单位圆，原点变为原点， 
正轴方向变为正轴方向.因此，把原问题就化为刚才所提出的问题了. 

不难看出定理1实际上与以下的较一般的定理是等价的. 

定埋 2. 任意两个单连通域 D 与/^ (它们的边界都是由多于一点的集合所构成的)， 
其中各取一任意点给与一实数％，一定有一个保角变换(单叶） 

tv *= /(2T) 

把 D 变为 Z )、 使 

i 

«^o = fOo )， 05o = arg f(^o) 5 

而且这样的保角变换只有一个. 

如果特别取为单位圆，別= 0, Oo - O , 则得定理 1. 反之，如果定理1已经证 
明，令 w 。⑽…= f *00 是把变为单圆的变换，则把1>变 
为 D *， 因此不难推出定理2来. 

定理1我们暂不证明，但是它是非常重要的.因为它把一般的单连通域的问题，一变 
而为单位圆的问题了.这是下一章中我们先把注意力集中到研究单位圆的道理.这告诉 
我们如果单位圆研究清楚了，更一般的定理也就在望了. 

再重复一句，整个的复平面(椭圆空间)是没有边界点的单连通域.欧氏平面(抛物空 
间)是有一个边界点的单连通域.而单位圆（双曲空间）是一个边界点多于一个的单连通 
域.因此三种空间上的复变数函数论的研究有它的基本重要性. 



第四章调和函数 


§ 1.中值定理 


定理 1. 如果 《 o ) 是一个在闭圆 IH < P 上连续的，在圆内是调和的函数，则 

u(Q) = — ( u(Pe ie )dd. (1 > 

lie Jo 


^ < 


证.由于闭圆 Ul 是单连通域， 因此〃 O ) 有一个单值的共轭函数 〃 o ). 若 


Pi 


a 


dpy 2jt 




Pl ~ dp t ude 


2 


dd 






2 jt 




0 


0. 


即丄 u ( P 1 e^ e )dd 是一常数，命 A — G 及 A — P 即得所求， 

lit Jo 

定理 1 有以下的重要直接推论 

定理 2. 如果/00在一个闭圆 Ul 上是连续的，在圆内是解析的，则 

/(0) *= ~ 广 /0 拍)说 

lit Jo 


(由于 / o ) =« o ) + ， vo )， 而 《 o )， 都是调和函数，因此 / o ) 也是调和函数(复 
值).读者也可分别考虑《00，然后总加得之 .） 

定理2中，用 z = Pe id y dz = iPe i6 dB — izdQ 可以推得 

定理 3. 仍如定理2的假定， 

Z 



又 zfM 也是解析的，因此得 
定理 4. 仍如定理2的假定， 

( fMdz = 0 , 

J \z\-p 

我们现在把以原点为中心的圆换为任意的圆，则得 

定理 5( 中值定理).如果是一个在以^为中心，以 p 为半径的闭圆上连续，并 
且在圆内是调和的函数，则圆心的函数值等于圆周上的函数值的平均值；也就是 

^(^o) = — ( «( 怎 。+ Pe w )dd m 

lit Jo 


定理 6. 如果 / OO 是一个在以別为中心，以 P 为半径的闭圆上连续，并在圆内解析 


的函数，则 


C 


fOOdz 


= 0 . 


* 
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套 


这儿 C 表示圆周上的积分. 


§2- Poisson 公式 


变形 


w = e 


a 


1 — az 


⑴ 


把单位圆变为单位圆，把==“变为 w = 0，而且 


dw 


€ 


i 小 1 — aa 


(1 — az) 


dz m 


( 2 ) 


命 


w 


，， z ，，则 


dd 


1 — uu 
1 一 az I 


dt . 


( 3 ) 


因此 


2 jc 


2 n 




2k 1 — aa 




2 ^ Jo J 1 — az J 2 




这里 = u [ e i4> 


z — a 
1 — az 


，于是 


in 


1 




2 


2jt J 。 11 一 az 


u^^dt — “iC a \ 


命 a = r / 及 z 则得 


定理 1. 如果是一个在圆 k |< l 上连续，并在圆内调和的函数，则当0< 


< 1时有 




In 




1 


r 


it 


o 1 一 2 r cos (^6 一 0 ) 


u(e itp )dif} m 


也就是对单位圆内任一 h 我们有 




2* 


1 — 




Z 


2ut Jo 1 — 


ze 




2 


u{e itp )d 4 >. 


对一般圆来说，如果把单位圆改为以尺为半径的圆 IH < R , 则得 Poisson 公式 


u (^ re i6> ) = 




2 


2 jt Jo R 2 一 2 rR cos (0 — </?) + r 2 


u(^Re t4 ' > )d4> % 


函数 


( 4 ) 


( 5 ) 


( 6 ) 


P(rc id ) 


R 2 — 2 rR cos (6 — <p) 


' 


称为圆 < 及的 Poisscn 核.还是回到单位圆， Poisson 核有以下的一些 性质: 
(0 圆内非负性. Poisson 核有絶对值形式的表达式 


P(re id ) 


1- kl 


w 


z 


I’ 


w — e 


5 


z = re 




* 


当 IN < 1 时这是正的. 


( ii ) 周上奇异性.在圆上(即 r = 1时），当少尹0时 P ( r ，） = 0 . 
当少=0时，我们一般有 


⑺ 


( 8 ) 


參 
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P(re id ) 






当 r — 1 时 ， P — oo. 

更精确些：命0。是一个给定的值，对于任一 6 > 0 ? 我们有一 r 0 (<l ) 及一 <5(>0) 


存在，使，_ >以及 I 也<<5时，对一切适合于 


cpol > 25的少 


<S. 


要证此点，可看由|0 —州>5得 


1十 


2r cos (0 一 小 ) 


< 


2 r cos 5 


当，充分接近于1时，此值小于 e . 
( iii ) 均值等于1.即 


2 jc 


P ( re i& )tW 


( 9 ) 


这个结果是由丄 dd^l 经变形 （3) 变 来的. 

2 tv Jo 

综合 （ ii ) 与 CnO ^ PCre 16 ) 是一函数，在周界上除一处外，处处为0,在该处变为无穷， 
其平均值作为 f — 1时的极限是等于 I 这与 “5函数”有相 似处. 


iv ) P ( re t0 ) 是调和函数. Poisson 核还有一实部表示法 

P ( re ^ « - = R 


( 10 ) 


由于在圆内是一解析函数，因此 P(re 是一调和函数. 

w — z 


(V) P { re id ) 的共轭函数是 


00，) 

因此《的共轭函数等于 

v (^ sT ) = 




2 r sin (0 — < p ) 
2 r cos (^0 — 0) 


+ C . 


2 ^t Jo 




2 r sin 一 < p ) 
2 r cos (0 — 1 小) 


dip ~\r C • 


由此推出， Schwarz 积分 


/(^) = u (^ z ) + iv ( js ) 




L + 


d<p -h / C 


同样，也是调和函数，它的共轭函数是一《00,因此 


v(^z) — iu(^ti) = — v(^e i4/ ) 

2 jt Jo 


e 1 ^ + ^ 


dcp + tD 9 


以 i 乘 （ I 3 ) 而加入 （ l 2 )， 则得 


2/W 




2 it 


/(^ v ) - d 小一 D + iC . 


命 


0,由 § 1 定理 2 可得 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


(14) 


/(0) = —D + iC = 一 l 

In Jo 
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修 




代入 （14) 得 


/ O ) 


2tc 


2 ^t 


/(岁)总 


即 


too 


2rct Jlfl 


m 






( 15 ) 


这就是 Cauchy 公式. 

( vi ) 若 cp (() 是在 m = 1 上的连续函数，我们称 


F ( ar )= 


liti Jtfl 


v (0 


dt 




z 


为 Cauchy 型积分.显然，在单位圆内外表示解析函数，取 


z 


re i6 , 0 < r < 1，/ 




e 




z 




于是 


FO ) — F ( z ^) 


2^ti Jl?l 


沪 （o 




氺 




若 c = 一，则 


2 m V C — ^ K 


z 


氺 




尸 （ r〆 ） 邮 • 


it 


于是 


F ( sr ) — F ( s ：*) 


7 t JO 


P(re w )q>(X)d<l^ 


于是当 ^ 


时，我们有 


lim (尸 ㈤ 一 F ( z ^)) = q >( e id ) m 


也就是 Cauchy 型积分从内外趋于边界时之差，就是原来在边界上给定的函数值.这个公 
式称为 COXOUKHH 公式. 

( vii ) Poisson 核是变换的对数法向微商. 


W — Z 

w x =- 、 W 


Pe ^ 


1 一 zw 


是把 z 变为0的变形.我们研究 


d w 


z 


c 


e i4f z 



UI 2 V 必 


dp \\ 


ZW 


W — Z 


1 


ZW 


{w — : 0(1 — 


当 P = 1时 


d t I w — z 
In 


W 


dp 、1 一 zw / p-i j w — z | 2 


P { re ie ) m 


我们可以不必引进 ^ 来，而直接定 义为： 函数 


In 


w z 
1 — zw 


w = e 


在圆周上法向微商就是 — Kre ，. 或记之为 


P { re ie ) 


d 


dn 


In 


w — z 

1 —— zw 


d 


dn 


In 


1 —— zw 


w 一 z 


參 
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函数 In l _= m | 称为 Green 函数.这函数的特点是作为 w 的函数，在圆内部处处调 

w — z I 

和，而仅当3时不然.在圆周== 1上，此函数处处为 o . 

Cviii ) 调和测度，命 


WO , 01，必 2 )= — 


r 


lit k |1 一 re i(4t ^ 6} \ 1 


d <!>. 


不难证明，它可以用 


z 


i> 


四点的交比表达出来(参考§ 5). 


§ 31 .奇异积分 

(这节的内容已在第一卷介绍过了，但为了读者方便添上此节 .） 

定理 1. 假定20, D 是一实函数，其中 

z ~ re iq> ^ ^ 0<广<1， 0<( p ， < 2 ut % 

假定 Q { z 9 o 有以下一些 性质： 

(0 非负连续函数. 

( ii ) 对任一 z 常有 

I - 

丄 ( Q(z y = 1 - (0 

2 it Jo 

( iii ) 当 z G 而 CG 时 ， 0 一致趋于 0. (即任一 e > 0,我们 

有 P <1 及5>0使 ，>1 一 P 及 Iqo — 这时，对一切使 > 25的 

z “ 来说，常有0 < Q { z y O < e .) * 

结论： 如果对任一汉有第一类间断点的逐段连续的实函数《(()，及 《(() 在 G 处连 

续，则 

' lim 丄 ( u(0Q(z 9 Od<P = »(^o). ( 2 ) 

: —fo 2冗 Jo 

证. 由性质 （ ii )， 结论可以改为证明：当 a — G 时， 

△ = 丄 ( 2K («(C) — 《 ( 心 ))PO, 0^ — 0. 

2 n Jo 

给一 £ >0 ? 由连续性，可以选5 > 0,使 

1 4> — (/ >ol <25 

吋， 

|«(^) ~ «( Co ) I < e . 

把积分拆成为两部分 

A = — ( + ~ \ «= A t + A 2 . 

2 it 」1必—少 0 1<时 2 jt J 


首先 

I A t I < — f QQz ， ^ ( PO, 0 ^ ^ fi . 

2 tv J \ ^~( p 0 \<2^ 2 it 

其次，假定 k — 如 I < 心则由 I 必一仇 I > 25 可知 |<p —州 > 5- 由条件 （ iii )， 有 
—正数 P < 1 5 使所有这样的 必及当 r > l — P 时，常有不等式 
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即 


Q(^0<e. 


IaJ <丄 f \ u (0 < — 2 M {2 n - 28) < 2 eM . 

2 jt J \< P -^ 0 \>2 S 2 ii 

这儿 M 是 |“( c ) 丨在圆周上的最大值. 

合起来就证明了本定理. 

§4. Dirichlet 问题 

问题： 在单位圆上给了一个函数 “( O . 除掉有限个点之外，这函数是处 
处连续的.在这些例外点，《(0有第一类间断点.求出单位圆内的有界调和函数《(0, 
在非例外各点，都与所给的《(0相等. 

这是有名的 Dirichlet 问题的特例（一般问题是任意域的边界代替单位圆）.解法极 
易.因为由 《( C ) 可以作 Poisson 积分 

kO ) ― — ( P ( re i 4， ) u (^) d ( p t 

2jt Jo 

由上节的定理可知这就是问题的解答了. 

如果我们假定了保角变换基本定理，我们这儿所解决的问题实际上是一般单连通域 
的 Dirichlet 问题. 

关于例外点的趋限情况，我们先用以下的简单例子来说明.在单位圆内函数 

/(«) = arg (1 — z ) 

是调和的.并且假定2 = 0时 ， /W = 0. 我们现在看从圆内趋于1的情况.命 

^ 1 — Pe i6 , |0| ^ P > 0 3 

2 

则 

/(2f) = 0 

在圆周上除 Z === 1外 / Off ) 处处连续.当==1吋，即当0吋， / O ) 能趋近于 一 f ， 
―之间的任何一数.有一个第一类间断点，其跃距为 一 J — (― ) = — 3 T . 

2 2 v 2 / 

现在我们可以作出一个圆内调和，周界上连续，但在例外点 L …，“有跃距为 
%，•••，％的第一类间断点的函数 

2] — ar s ( z ~ ^). 

々= i 兀 

如果 uM 是任一有以上性质的调和函数，则 

«w — XI — ar s — D 

是一个边界上连续的函数了.因此在间断点， « W 可以取左右极限之间的任一数值. 

§ 5, 上半平面的 Dirichlet 问题 

在实轴上给了一个有有限个间断点的有界函数 « co . 要求出一个上半平面调和的函 




数“ 00,在边界的连续点上 

作一变形，它把单位圆 | w |< l 变为上半平面 /(c) > 0 


^ — Z 


命 


，，则 


0 ) 


因而 


v dt 


dt . 


dt 


2 vdt 2ydt 

_ L . _ ^ 

(j — z)(j —乏） (t 一 x ) 2 + y 2 * 


命 U{w) = u {0：> 中值公式 


1/(0) =— U ( e ir )dt 

2 jt 


经 （1) 而变为 


« C ^) = — i 


ydt 

一 x } 2 + y 2 * 


这就是上半平面的 Poisson 积分公式，正是我们所要的解. 
由于 


( 2 ) 


(3) 


(/ - ^) 2 + / 


/( 卜；0 ’ 


因此， Schwarz 积分变为 


/W 


u{/)dt 


» 


这称为 Hilbert 积分.注意这一积分的收敛，仅仅假定了有界是不 够的. 还要假定 
当|/| — 00时，函数的某种性质，例如 《(/) 趋于0的速度不慢于 - Vr , («>0). 

M I 


例 1. 假定当时 uCO 


，而其它处等于0,所对应的调和函数 




- (tg- 1 一 

7t \ y 




u{z ) =— [ ——— yd 〈 = — (tg^ 1 -— — -- 

It ja (/ — x) 2 + y 2 3T \ y y / 

它的几何意义是向量 Z-CC 与 Z —浮与 X 轴所成的交角 cp a ， 抑之差除以^也就是 
= CO 除以 JC . 用交比表出之 


( a , ^ Z , 


一 a / z — a 
一 zi B 一 z 


•2ita 


同时 是函数 


/W 


e dt 


7CI 知 / 


7ti a 一 z 


的实部. 


例 2. 推广上例，假定 <0在 


( ， “1) ， （“1 ， “2) ， • •‘， ? oo) 
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上分别取常数 值 《 


1 ? 


，“ rt ，则 


y i 


«0) = - 4 - — (( p 2 — ( pl ) 

7t It 


~ o — qO 


jr 



S3 


— (“◦ — « x ) + — {u x — “2) + 


• « 


7t 




— (« rt -i — U n ) + U n , 


jt 


x 


习题，用 


W 


th 


7tZ 

u 


把圆丨灰丨 <1 变为带形区域 - h < lz < K 试证： 公式 


/O) 


3 C 




2 ?r 


u ^ e 1 


7t 


ir ) etV ^ W dt + iC 
e tr — w 


变为 F 0 r )=/ O )， UizXw \ 


FW 


oo 




£74.(0 + U 一 (/) _ J_ ^ ^ f 00 U + (0 — U •(/) 


…) 


sh 

4 A 2 h J - 00 


ch|ch 


7t(j _ Z 

~" Ih ~ 


dt + iC m 


这儿 U 士 0) 表示 u (0 在点 （ 
中出现过 .） 




± ih 处 之值. （这在 189 6 年丑 ， A - fpaee 的《制 图学》 


6. 调和函数的展开式 


仍然讨论单位圆.由于 Poisson 核有展开式 


1_2 


r 


w -r z t w -v z 


2ut 1 — 2r cos (d — <p^) H- 


4 jt ^ tv 一 z w 一 z 


2 n 


(1 + wz(^\ 一 wz^ 1 + wz^\ — w^y 


T 


oO 


QO 


i + 2 c^y + 2 ( 如云 ) 


n 


rt 


rt 二 


oc 


jr \ 2 


r fl cos n(d _ 0) )• 


n 


这里 2 


re ld ， w 


e ' 这级数当 0 < r < r Q < 1 时是一致收敛的.因此 


« o ) 


2tc 


1 


.2 






lit Jo 1 — 2 r cos (0 — 0) + r 


2 


u (^ e tip ^) d<p 


2k 


00 


«(^) 4 + S r n (^cosn8cosrup + sin n6 sin tup") ) d(J> 

^ Jo \ 2 « = 1 


00 


— a o + ( a rt cos n 6 + b n sin n &) r n m 

2 «= i 


此处 


_ 
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a n 


cos 


b n = — \ uQe iip ^) sin mpdip^ 
3C Jo 

因此 得出： 如果〃 (^) 有 Fourier 展开式 


u ( e ie ) 




+ 2>« cosnd + b n sin nd ) ， 


( 1 ) 


则以 u ( e ^) 为边界值的调和函数等于 


«(r〆 6 ) = — a 0 + (^a n cosn6 + b n sin n8)r\ 

2 tr . 


⑵ 


但需注意，虽然假定了 u ( e ie ) 是连续函数，却并不保证 （1) 的收敛性.但 （2) 的收 
敛是保证了的.另一方面，如果1^丨、|+<1，1^丨^^<1，1!(：2)收敛.但 （1) 可 


1; 


能不收敛.不但不收敛，有时还不知有何求和法可知其为某一函数 


再看单位圆内的解析函数/0).若 | H <1 ，C 


，则 


/W 


/(0 


Ini Jl£l 


dl 




ko 2 (^y dd = S “〆• 

2Jt JO «^n «= Q 


(3) 


此处 


a n = —\ f(c id )e^ ni$ dd. 
lit Jo 


也就是任一单位圆内解析的函数有幂级数 （3) 来 表达. 即如果/0勺有 Fourier 级数 


/(，） 〜 2 


in$ 


则有一单位圆内的解析函数 


/W = 2 a n Z ' 


由此可见，解析函数的微商是存在的，而且仍然是解析 函数. 


§7. Neumann 问题 


在一些应用中，我们需要考虑所谓第二边界值问题，也称为 Neumann 问题 • 我们仍 


然只考虑单位圆的情况.在周界上给了 


du 

dr 


屮⑻， 


⑴ 


求适合此条件的调和函数. 

假定 < p (0) 有 Fourier 级数 


qp ⑻ 


(r rt cos«0 + d n sin nd\ 


( 2 ) 


假定 


参 
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CO 


u (^ re w ) 


2 




+ (^ a n cosv 6 + b n sin n 6} r n 9 


n 


代入 （1) 中 


00 


oo 


” （、 cos«0 + b n sinnd} 




n 


—^0 + 2 cos nd + d n sin n0\ 

2 n = 1 

d . 


比较后可知 f 。 必须为0, 而且〜 = &，心 = 这一比较得出 


攀 


n 


n 


(0 rp (0) 必须适合条件 


In 


0 


(p^o^dd = o 


方能有解 




( n ) 解的形式是 


03 


u { re iB ) 




2 




— ( < c n oosn6 + d n sin nd)r n - 
a n 


关于 （ i )， 确应如此，因为由 


2 nr f 2 jc 

< p (0)^0 = 1 r - dd 

o Jo dr 


in 


fc =i1 


90 


洲 》 0, 


可知此条件必不 可少. 有了这一条件，解答 （3) 可以写成为 




u ^ re 19 ^) = 


2 ^ *t=i 


« / T2jt 


n \J0 


<p(<p)(cosn 小 cosnd + sia cos 


(3) 


In 


2 


^0 


jr Jo 


史⑷ i ： - e) 吻. 

rt = i n 


此处心为任意常数.由于 


得 


oo 


S 


e 






n 


n 


- log (1 — 〆 〜）， 


00 


s 


n = 


cos nr 


n 




2 


log (1 — e ir r)(l — 厂 “r) 


2 


log (1 - 2r cost + r 2 ). 


因此 


2n 


= 


沒 o — — \ < P (必 ）log (1 — 2 r cos(0 一 </0 + r 2 ) J 0. 

2 2nt * 


(4) 


读者试自己找出在什么条件下，这积分成立，并且 lim 


du 

a 7 


屮⑻. 


条件 （1) 也可以看成为 


r 


du 


dv 

90 


屮⑻ _ 


即可假定^ 


= 1 =必(沒），化为求 K — 0 ) 的 Dirichlet 问题来处理. 

0 
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§8. 最大值最小值原理 


定理 1. 一个不为常数的调和函数，不可能在其定义域的内点处达到其最大值(或最 
小值). 

证. 只需证明最大值的情況就够了，因为«(0的最大值便是 一“00 的最小值. 
假定別 是内点，而且 《( 別）取最大值.当 r 充分小时，有中值公式 

«C^o) = — I «C^o + re i6 )d6, 

2 jt Jo 


这定理是以下定理的推论. 

定理 2. —个连续函数的平均值一定在函数的最大值与最小值之间，如果它等于最大 
或最小值，则此函数是一常数. 

证.假定 / GO 是 U ， H 间的连续函数，其平均值为 




f(y)dx 


■ 


如果 m 是 / OO 的最大值，而/00非常数，则一定有一点/0。）< m . 即存在一区间 
— ^ol < 8 ^其中 /(» < 如此则 



b 


/00 心 < 



r^ s 

UJ Mdx 







* 


而这是不可能的. 

由此定理推得：如果 u ( zo ') 是最大值，则 《(2 T 。 + re ie ) = u ( zq ). 即在一个小圆的周 
界上是常数.由 Poisson 公式可知，其中无处非常数.即在这小圆内取常数值.我们现 
在证明在区域内任一点皆取常数值.如果在 u ( z t ) ^ u ( z ,) 作一条由抑到^的曲线.在 
此曲线上一定有一点^首先使其任意小邻域内有^使 《 o ) # « o 。). 在~作一小圆 
其中必有取值《0。）的点.在此小圆内一定有一点取最大值.因而在这小圆内也是常数. 
与假定相矛盾. 

定理 3 (最大模原理).一个非常数的函数在 D 内是解析的，在 D 上是连续的，则它的 
绝对值的最大值不可能在内点取. 

证.已知 

f(z 0 ) = ^ ( f ( z 0 H - re i9 )dQ, 

lit Jo 

即得 

广 2 

l/C^o)l < 1/(^0 + re w )\dd m 

2rc Jo 

与定理 2 的证法相同即得出定理. 

注意 • 由于上式之间是不等号“< '所 以我们仅能得出最大模不能在区域内取，而不 
能证明最小模不在区域内取. 
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S9 . 调和函数贯 


定理 L 给一个在 D 内调和上连续的函数贯 

“0( 方 ) ， ti x iz), •., ， u n (^) ， 


如果 S 在 d 的边界上一致收敛，则在方上这级数也一致收敛.而且它的和是一 

个 D 内的调和函数. 

证.由假定可知，给了任一 S > 0，有 w 存在，使《 >- V 时，对边界上的一切点 c ， 

I ««+i(C) + …+ « fl+P COI < e . 

根据最大最小值原理，对£>内的一切2， 

l«»+iC») + • •. + a n +p(^) I < e. 

cs 

因此 2 w 在 5 上是一致收敛的. 

k-o 

现在还需要证明的是这级数的和是一个调和函数.命^是 z ? 内的任一点.以^为 
中心作 一 圆，令此圆全在 D 中..在此圆中是调和的.命 U ^ Z ') *=» %(= + *2。)，则 
在以0为中心的圆内是调和的. Poisson 公式 


CO 00 

sS 


R 2 


2n R 2 — 2rR cos(^d — f <j/) 


U k (Re 钟） 師 



R 2 


r 


2 


2ut Jo R 2 一 2rK cos (^6 一 <p) 


to 

S U k (Re^)d^ 


flO 

级数 f 心 4 ) 是一个连续函数，因此右边表示一个调和 函数. 即 D 内任一点都是 
调和的，而且在万上是连续的. 


§ 10. Schwarz 引理 


定理 1. 假定单位圆内解析函数 

W == /(3 T ) 

把单位圆映照到单位圆内，而且把原点变为原点，则把半径为 r (< l ) 的圆也映照到半径 
为 r 的圆内.这结论也可以改 述为： 

如果当 | 艺 I < 1 时 1/0)1 <1 及 /(0)=0，贝 lj (即 I ⑷|<|名 I ). 

(由于最大模原理，可以将假定改弱为“如果当 > i « i 时1/00! 

还可以补充一点，当而且仅当 / C 0 〜 w z 时取等号. 

证 .在 UI < 1， / U ) 有一级数展开式.由 /(0) -0, 所以⑭-也有一级数展开 

Z 

式. 因而在单位圆内是一个解析函数.由假定 

Z 


max 





< 1， 


参 



m 




由最大模原理 

f { re id ) ^ - 

即得定理.如取等号，则 M 是一绝对值等于1的常数. 

Z 

经过简单的换变数可以把定理1推广为 

定理 2. 假定 /GO 在圆 Ul 上是解析的，而且 

max |/( 2 f) I < M 3 f(0) «=» 0, 

\z\^R 

则当 0 吋，有 


!f(r^)l < 

还是回到单位圆的情况.如果用非欧距离的符号，则定理1的结论|浓丨< U 1 可以, 
改写为 

0(0,《0<£>(0,之). 0) 

由于非欧距离的不变性，反任一点都可以变为0,因此立刻推出 

定理 3( Pick ). 假定 /(*) 是单 位圆内 的解析函数， 而在 UI <1 内 1/001 <1. 
命〜为单位圆内的任意二点，则 

0(/(6)， /(〜)）< D { z \， Zi \ (2) 

而且，当且仅当是一非欧运动时，上式取等号. 

证. 有一非欧运动把（^， A) 变为（0,，).又有一非欧运动把％ = /(〜），《， 2 二 
f ( z 2 ) 变为（0，这样 w = /(af ) 变为 w * =* fiCz *) 也是一个变形，把单位圆 
< 1 变为 \ u ^*\ < 1，且 /t(o) «o . 因此 !«/*! < |，|.即 D (0, 

一). 因而 

D(«/ l5 «/ 2 ) ==> D(0, w*) < D{0, z*) 0{z l9 z 2 ). 

取等号的情况也不难推出. 

更广泛一些：一条由“至 * 的曲线 F (在单位圆内） 的 非欧长度等于 

如果把曲线分为〃份，每份用短程线的长度来代替， 当 《->00, 这样总长度就趋近于 
L ( r ). 因此，由定理3立刻可以推出 

定理 4 ( Pick ). 假定 / O ) 仍然适合于定理 3 的假定.假定 w ㈡ Kz ) 把单位圆内的 
曲线变为曲线 G ， 则 

< L(rj. ( 3 ) 

当且仅当^ =* m 是非欧运动吋，上式取等号. 

把（ 2 )写得更清 楚些： 

1 U — W x w % \ + \w 1 — w x \ ^ 1 , 」 1 一 z x z 2 \ + \z 2 — Sy\ 

log \ i ' — ^ I I I … lOfiT I 二 I I I • 

2 I 1 — W X W ^ I — I W \ W x I 2 I 1 — ^1^2 I ； — j ^2 — Z l I 

这不等式与不等式 
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w 2 — w x 

1 一 W x Wi 




z 2 — ^1_ 

1 —三 i 怎 2 


等价 • 


当 ^2 时，得 

lim 


Wl — Wy 

1 

Z 2 一 Zi 

1 — 

^tl 2 



C 4) 


换符号得 

定理 S . 仍如定理3的假定，则当 U |<1 时， 

\fM\< l ~ K (替 • C5) 

1 — \ z\ z 

这定理的特 例：当 /(o)«o 时， ir(o)i <i 已由定理 1 直接 推出. 

附记.如果圆内有一点使 （4) 式取等号，则 （4) 就取等号.就是非欧运 
动.（读者试自己证明之 .） 


又由于 

j::r ⑹叫⑷ -/u)， < 7^7] 


立刻推出 

定理 6•仍如定理3的假定，当 k |< r < l ， U |< r < l 吋， 


一 /(^) 
之 1 — 名 3 




习题，仍如定理3的假定，证明，当卜丨<1时， 


I/O) I < ' 


U1 + lf(o)l 

1 + IKo)l 1:1. 


§ 11. Liouville 定理 


作为 Schwarz 引理的第一个应用： 

定理 1. 如果 FU ) 是一个全平面上无处不解析的函数，而 且常有 |FWI < 

则 FO ) 是一常数. 

证. 对任一 i ?> 0作函数 

/(«)« F(g) — z ^ Ru . 

2 M 

由 Schwarz 引理，当丨《丨<1时， 

!/(«)! < W . 

即对任一及 > 0 ,当 U | <灭时， 

1FO) - ^(0)| — UL 

/v 

命7? - ► 00，则得 F ( ar ) *= F (0)， 即得 定理. 

更广泛些 

定理 2. 如果 FOO 是一个全平面上无处不解析的函数，而且当⑺ 时， 

FO ) = o ( U |^), 
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则 FW 是一个次数不高于々的多项式. 

证.由于解析性， FM 可以在原点展开成为 

F Oar) = 00 + a i^ + • 

命 a 0 + a x z + , • • + a k z k = ?{ z ). 考虑函数 

/W 


由定理1即得定理 

定理 3 (代数基本定理).任何一个多项式一定有一个零点，也就是任何一个代数方 
程式至少有一个根. 

证.如果 / O ) 是一个多项式而没有零点，即/(^) = 0无解，考虑函数 





是一个无处不解析的函数.因而得出矛盾. 

§12. 保角变换的唯一性 


定理 1 (双曲几何的基本定理）.把单位圆一对一地变为其自己的保角变换一定是非 
欧运动 • 

由于在非欧运动群下，单位圆是可递的.因此如能 证明： “把单位圆一对一地变为 
其自己而且使原点不变的保角变换一定是浓=， 〆 ’即足.由 假定： 当 Ul < i 吋 
1/0)1 <1，而且 /(0)-0,因此 

1«^1 I/W I < 1^1. 

由于是一对一的保角变换，因此 w = /0)， 也可以表成为即得 IH < 1^1. 

因此 |议 I » | sr |， 所以 w = e ie z , 

由此推得 

定理 2. 把单位圆一对一地变为其自己的，而且“一点带一方向”变为“一点带一方 
向”的保角变换是唯一的. 

定理 3. 命 Z ) 是一任一单连通域.假定有一个保角变换 

W — /(尨） 

对应地把 D 变为单位圆|似|<1，把 D 内一点 q 及一方向变为单位圆内的原点及 x 轴 
正向，则这样的变形是唯一的. 

因此，证明了 Ricmann 基本定理的唯一性部分. 


§ 13.映进映照 

定义. 是一个区域，如果保角变换 

W = /(《） 

把映照到£>或其一部分，则称为映进映照. 

以上所汫过的定理可以改讲成为： 
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一个 J 7 o 6 aqeBCKHft 空间的映进 映照， 一定把非欧长度愈变愈短，当且仅当非欧运动 
时长度才能不变. 

如果 D 是由单位圆 ！ d < 1经过保角变换 

W = w(^z) 


变出来的区域，则在0空间的度量有 

\dw 1 „ 1 w\z) \ \dz\ 

1 — j W J 2 1 — i ,"( s ) | r 


命 r 是 d 内的一条曲线.这曲线的长度等于 


L ( r ) 




¥ 


则由定理5推出 D 的任何一个映进映照 


-.. 


1 1 — I ^ | r 

定不会把 L ( r ) 变大. 


14. 单连通域的 Dirichlet 问题 


假定 


00是一个——对应的保角变换，它把一个域 o 变为单位圆< 1， 


把 q 变为 ^ = 0. 并且假定它的周界(:是由一个有限条有连续切线的曲线所合成的•并 
且当; r 沿 c 变化时 ，设 画单位圆周.而且对 D 的周界长度参数^来说，这变形是有连续微 

商的. 


我们现来考察一下，调和函数的中值公式 


«( 0 ) 




象 


经过变形 


CO 变为什么？由于 

dw = w* iji) dz y \dw 


WO) I \dz\^ 


可知 


dd = ! w\z) |^ # 


命 《( w ) = t / CO ，“(0) = t / O 。)， 得 


" U ) 




2 ^t 


U{z) I w f M \ds. 


我们现在来变化 1^0)1. 
引理 1. 在曲线 IwOOi 


上 


——- log i 

dn 


' c ^ i . 


证-先由 Cauchy - Ricniann 条件的广义形式可以推出 


dn 


ds 


因此 


flog \wM I 

On 


d 


R ( — log w ( ji ) 

dn 




R 


\ z ) dn 


U) ds 


奉 


另一方面，由 


w Cjaf) w{%) = 1 3 


0) 


⑺ 


(3) 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


9 S2 • 




可以推得 


w \ z ) (尨） 


ds 


+ w \ z ) 


ds 


0. 


即得 


w r (^ z ) d % 
w (js) ds 


(^f) dz 


' U ) ds 


用 


d 


得 


ss= 


d 



ab 

cd 


，得出 


w \ z ) d % 


{%) ds 


1 w \ z ) I 
丨 w(^s^) I i ds 


i \ w f { z ) I , 


因此得出 


d 


Qn 


log I 矽 O ) I = I tv \ ts ) | # 


代入 （ 2 ) 式得公式 


卩 u ) 




2 tc 


t/(0 -#-ln 


— , — ;~ rv ds . 

dn |^(Oi 


⑺ 


( 8 ) 


⑼ 


因此得到 

定理 1. 假定 D 有本节开始时所指出的性质.在周界 C 上给与一个仅有有限个第一 
类不连续点的函数则 （9) 所定义的函数在 D 内解析，在周界上当 U (0 连续时取 
值《(0,当別沿各种路线趋向一个不连续点时，可以如同§ 4中那样处理. 

虫于 wO ) 把^变为0,因此，我们把这函数写成为 

» /( 怎， So )， 

并命 


g(s ， 5? 0 ) = In 


1/( 方 ， W 


定义 • 函数 g ( z , zo ) 称为区域 D 的 Green 函数 • 

由 Poisson 核的性质不难推得 

定理2.当办€£>时，这函数在 C 上处处为0,在£>内除外处处调和.当 

芯 — ❹时， K 怎， M) — °0. 


§ 15. 单连通域的 Cauchy 公式 

定理 1. 仍然在上节的假定下，如果 / G ) 是一个在 Z ) 内解析并且在万上连续的函数， 
则 

[j^dz == 0 . 

证，命 ； s « r («0 是你 = wiz ) 的逆变换，则 

[ f { z ) dz =\ 

JC J 1^1*1 

由于解析函数的复合函数仍然是解析函数，解析函数的微商仍然是解析函数，因此, 




/ CrO )) rX «) 是％的解析函数.因而得出本定理. 

定理 2. 仍如定理1的假定，邱 € D ， 则 

-^\ - dz = f(z 0 \ 

2^tt Jc z 一 方 o 


证•命 /00))= g 0)， 则得 

/= =丄（ - K £ L ^ = _ L ( K ♦’今） — 

2^ti Jc z 一 2*0 2m tyw^) — rC^o} 

因为 r=r(：f0 是 一一 对应的保角变換，所以 〆 (叫）#0.命 


m \ < P . 


r (^) — r (^ o ) — ^ o ) 


尺 O )， 


则 




2m ) i ^ i=p (^w — w^)t\w^) 


dw 


liti J i^l-p 


g ( w ) r f ( w ) K ( w ) dw . 


右边的第一项等于 


g (^ o ) tX ^ o ) 




g (^ o ). 


t \ w ^) 

现在只须证明第二项等于 0 即得.也就是如果能证明 Kiw ') 是解析函数，即可由定理1推 

出. 


由于 

t{w) = r(^o) + (w — w 0 )t\w 0 ) + 0( 丨如一 … 。丨 2 )， 

可 U 推得当 W — W 时幻>)有界，在 tv 今 w a 的各点 KO ) 显然是解析的，因此得出 

本定理. 
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第五章点集论与拓扑学中的若干预备知识 



讲到收斂就想到“距离”的概念.我们已经遇到过多种“距离”，其最显著的有 三种: 
(0 普通的距离，即两复数之间的 Euclid 距离|^-^|； 00椭圆几何所出现的 
球面距离，或弦距离，即两点(包括 CO 在内）~ A 的弦距离 

_ Ul _ 怎2 I _ . 

V(1 + UlP)(l + I ^2 1 0 

( Hi ) 双曲几何中的非欧距离或伪弦距离，即如果|^| < 1， U 2 | < 1，则 A 二点的 
伪弦距离 

\ z x — z 2 
I 1 — Z 2 z x I * 

这些距离统 一以一个符号 d ( z l9 Z 2 ) 表之.它们都有以下的一些 性质： 

( i ) d { z 13 z 2 ) ^ 0, 而仅当〜 =• 力时取等号； 

( ii ) d { z l9 Zi ') = d ( z 2 , ^ i )； 

( iii ) d ( Zi ， z 2 ) < d { z i9 z 3 ) + z 2 ) t 

不等式 （ iiO 在第一种情况中，当三点在一直线上，且 A 在 q 之间时取等号，在椭圆几 
何及 双曲几何中当且仅当^3 = ^或 Q 吋取 等号. 

—个贯 … •， 如果有以下的性质就称为收敛于 M 

lim d{a , Zn ) = 0. 

fl *^oo 

特别值得注意的是在椭圆几何中有一点是⑺的情况 


d ( oo y Zn ) 




1 + u ® 



在这种情况下，贯^ — 00的意义是 


怎 n 




在现在的双曲几何距离表达式中，我们 


不要忘记 Uil <1, U 2 |<1. 如果取上半平面作为依据，则伪弦距离是 


$2) 




Z 


之 2 


云1 


& Z X >0， & Z 2 > 0. 


注意，除椭圆几何弦距离把无穷远点概括了进去外，我们并没有得出什么新东西来! 
在椭圆几何中，如果 Uil < Ry |方 2 |<犮，贝!1 


之 1 — 


< 


Ul — 怎 2 


7(1+ 1^10(1 + Uzl 2 ) 


< Ui — 心 I • 


因此，如果％依弦距离收敛于 a ， 则在普通意义下也是收敛于 a 的.并且反之亦真. 
如果 lhl < P，kd < p ， p < 1，则伪弦距离给出 




-P 2 




Z 




芯 2 


1 — 




Z 


^2 


1 — 云2 


^ Ui — ^1 ^ Ui — 

i 十 |^i^2l ^ 2 • 


2 


_ 
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即如果一贯依伪弦距离收敛，则一定是普通收敛.并且反之亦真.以上所说的，是所谓 
“ 等价拓扑”的例子. 

由此可知，用弦距离作为收敛标、准最有普遍性,今后用 d ( a } b ) 表弦距离，不难证明 
以下的结果.由 

lim z n ^ a ^ Hm w n = b 

as n -* 

可得 

lim(0« 十 w n ) = 0 + 6 ， lim z n w n = ab • 

rt -►co fj -^30 

但 《 +6 及仏必 须是有意义的（例如：不允许0 • 00 , 00 + 00等).（因为前面已知 
a _ 00, 6 与 00吋的情况，因此读者仅需自证 （0 « = 00, 6今00时，“和”式 成立； 
( ii ) a = 00 , ^ 0时，“积”式成立 •） 

§ 2.紧致点集 

已知：在任何一个有界无穷点集中可以找到一个趋限的贯 （ Weierstrass 定理).如果 
每个这样的极限都包含在点集之中，则有这样性质的点集称为紧致集合.我们在复数以 
外添上00及运用弦距离的目的就是使所有的复数所成的集合成为紧致的 集合. 也就是在 
以弦距离为依据的情况下，把复平面上所有的点扩充成一紧致 集合. 即任一无穷点集 ，一 
定有 一 个收 敛贯. 

说得更细致些，命 M 是一个复数点集，其中有00或无有 oo . 如果 A / 是一无穷集合，则 
可能有两种情况出现： （ i ) 对任一自然数中有在圆 UI 之外的点， （ ii ) 存在 
«使对的点都在 UI 之中. 前者对包有一趋于 00 的贯，后者由 Wcicrstrass 定理可 

知其中有一收敛贯. 

由此引出以下的推论.命 {&} 表一无穷贯，其中一定有一收敛的子贯 {(} 收敛于 
一数 a . 如果原来的贯并不收敛，则存在一 e «> 0及无穷多个指标 k 使 

dQz kfl i a ) ■> e 0 5 » == 15 2 , • • 

在无穷集合{以„}中，又可以找到 ^ ^ b . 此 

因此得出定理：了个葶葶军穸5咚:学畛孕 琴尽苹 兮争佇學窖竽 W 亨哕军窣葶 

. 

" 理甚易推出 Cauchy 判别条件，在某里应用中，这一形式更为方便 • 


§ 3. Cantor-Hilbert 对角线法 

在不少问题中我们必须从若干个甚至无穷个贯同时取出收敛贯来.即 

^ix > a ny …， a ln y •••、 

a 21 ， a lly a ln ， "* 

. . ( 1 ) 




* 




是无穷个贯 • 我们的要求是在其中选取无穷个列，排成与 （1) 相仿的表，其中每一行都成 
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为收敛贯. 


先在第一行中选取收敛贯 


心“,‘“ • 

其极限是第一个坐标 / u 将以 t 表之.考虑 


在其中选一收敛贯 

a 2ftt 5 ，•…， a 2j zn 5 

其极限是 《 2 . 再以心代纭. 

继续进行，对每 一= 1 3 2 ，—, 



的极限是〃 i. 每一次以 t 代 /|W. 
现在考虑 


“1 匕， a ikl y …， 〜„,.•• 

U 2 k ^ …， 


( 2 ) 


心1 ， a ikp •…， … 


这是从 （1) 中取第 t 列，第 t 列，…而得的.其 中第/ 行所代表的贯与 （2) 的一子贯仅 
有有限项不同，所以它的极限是〜 

这一选择法称 Cantor 的对角线法. 

S 4. 点集的类别 


命^表一批复数所成的集合.如果^中有不同于^的点〜，它们成一以 A 为极限 
的贯，则 a 称为/的极限点或聚点.如果有一正数 e ，使适合于 

» 響龜 « « • 

d (^ z ) zq ) <C e 

的所有的 z 都在 d 中，则抑称为内点(注意^可以是％). 

不属于集合 d 的点所成的集合 C(3) 称为集 合/的 补集合.补集合的内点称为3的夕_卜 
寧. 内点和外点以外的点称为X的毕辱吞(注意00不作为例 外). 所有属于 Z 的边界点法 
i 集合，称为/的边界.属于 c ( Am^n c ( a ) 的边界. 

A 中非聚点之点称为的[卒 卓. 

仅有内点的集合称为 f 寧/4着所有聚点的集合称为吊枣.无一点非聚点的集合称 

为 f 舉 學令. 闭又密集的*备称为寧幸學 

* 补集是闭集，而且反之亦•然 •. •既•开又闭的集合只有扩大复平面本身而无其他. 
因为它既包有所有的聚点，又是仅由内点组成的. 

命表集合 a 所有的聚点所成的集合. a+ 称为/的闭包 ，以万表之 . im 

争 # 

最小的包有 j 的闭集. c ( cdy )， 即 a 集的补集 c ( a ') 的闭包 cu ) 的补集是^所包有 
的最大的开集.这称为/的# 毕. 

易证有限个或可数个开—综合是一 开集. 一个包有一个的可数个非空的闭集 
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4 # 


A 1 3^5 * 

的交是一非空的闭集.证明如下.在每一集4中选一点力，从中选一收敛贯 

• ••攀 _ 

之 名 n t ， • • •, A < 打2 < ”3 < • . • 

趋于 co . 任给一自然数济，我们可以取得 i 充分大，使这时贯 

z *\ i Zf, t+i 3 •,. 

都在人中（因为 A 是一个包一个的）.由于4是闭的，所以《在4中.这对 fw = 1> 
2 , 3 ，*"都对，故 W 必然在所有的卓之交1?内 3 故 D 是非空的.由于 D 的聚点仍在 D 
中，所以 D 是闭集合. 


§ 5 .映照或变形 


对应于 z 平面上一个点集中的一点，在似平面上有一点.这种关系称为单值映 
照.把=平面上的点集变为似平面上的点集写下来就是一个单值函数关系 

tv = FQz ') ,或 《 « ( pO , y ), V =少0, y ). 

=称为如的原象， w 称为映象.这函数的定义区域就是/,，取值区域就是虽然对 
一 个原象 z 我们有一个确定的映象如，但是我们并没有排斥对一个固定的映象切可以有 
不止一个原象 z 与之对应，可能有很多个甚至于无穷多个.最极端的情 况是： 的所有 
的点都对应于似平面上的一点这样的函数是常数 FM - ^ o . 

命 q 是的聚点，可能不属于2»中有一贯{%}收敛于^由等式 

w n = F(2： <t ), « s 1 s 2, • • • 

得出一个映象贯{%}.但可能 {«〜} 并不收敛.我们现在假定对中任意收敛于 W 的 
贯{〜}，其映象均为收敛贯的情况.我们说，所有的这样的贯—定收敛于唯 
一的数其理由是如果 {<}, { z ；} 收敛于 w 而其对应的{«4}， { w ：\ 却收敛于 W ， 
.作贯 


它也是一个收敛于 M 的贯. 


但其映象 





旣以 W 为聚点 ，又以 W 为聚点.因此唯一可能是= W ；. 

假定 a 也在皂中，我们一定有 

w 0 = F (^ 0 ). 

因为贯= ，… 就给出这个要求.在此情況下我们说函数 

孛寧. 甚至于当 A 不在汔中 3 如果对任一 A 的贯 {〜} — A ，{ F ( O ) 有唯一 A 极-， 

Aji ； 们也可以定义 FOo ) 为 HmFCO . 在扩充了的定义范围之后， FO ) 在巧是连续 

的* 

注意如果取弦距离，以上的连续定义并不排斥％是 O 0 的情况. 


S6. 一 致连续 

假定火中某一闭集合 S 的每一点 c 都是人的聚点.并设 FOO 在所有的处 
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都连续.给与 L 研究适合于 

h 

z€A” ? € B, d(z, 0<^ ⑴ 

的所有的复数对并定出这些复数对所给出的 

e{d) = sup d(F (sf) , F(^)). (2) 

首先，当&变小的时候，适合于 （1) 的 h C 少了，因而 s(d) 变小了 •即 sO ) 随 5 减小而 


单调变小，因此 

lim(5) = S 。 （ 3) 

是存在的.现在定出 e 。. 我们选取一个贯 L 适合于 

A 〉 <? 2 > 谷 3 〉 • • • lim d n = 0 # (4) 


并对每一匕，有一对点％， G 使 

A n y B 5 d(z n y ^ n ) < d n y (5) 


而 

我们不妨假定乙收敛于心（不然取一子贯）.由于 B 是闭集，因此 h € B ， 它是一连续 


点.由（4)，（5)， 

今得出 

即 


lim 〜= lim ^ 

n-^oo 

lim F(；0 = lim F(C n ) — F(Co). 

fl -► OO fJ CO 


lim d(F(z n ) 3 ^(^)) = 0- 

2 rt 今® 

这证明了 

e 0 = lime(<J) =• 0. 

卜 o 

也就是给了一个任意小的 e >0, 我们可以找到5,使适合于 

d(z, 


的 C (€ B ) 常使 

00 ， F(0)<e. 

这种 S 只依赖于 5 而跟0, c ) 无关的性质称为 FW 在 B 上的一致连 续性. 

如果本身就是一闭集合，而 FW 在其上连续，则得以下的 定理： 在一闭集合上 


定义而且连续的函数一定是一致连续的函数. 

命 J 是复平面上的一个点集， C 是其边界点，则有 J 的一点列〜，&，•••，“，••• 
趋亍 C ， 并且 

lim F^Zn) — a 


存在.这 a 称为在边界点 【函数 F 00 的边值.命 W 表所有的边值的集合，则研是一闭 
集合. 

其证明是不难的.因为如果％是 W 的聚点，即 {〜} 是一组边界值，而火〜， oO < 1， 

n 
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则至少有一点〜使 oO < 丄.即 d ( F ( z n )^ Oq ) < —. 故《 0 是一边界值 

n n 


S 7.拓扑映照 


一 个函数 

w/ = F (^) ( 1 ) 

定义一个映照，把 a 映照到上.如果再加上限制，由 

F (芯 1) 1=3 F (之 2 )， A m3 z 2 € A 翼， 

可推出 A =* A ， 即对应于一 * 个 w (^. AJ ) 我们也只有一■个：€ 这样的映照称为单叶 

的，也就是一一对应的.既然如此，则由 W 到 Z 也是一个函数关系 

z ^ G ( jdi ) ， (2〉 

它把映照到上来，称为 （1) 的逆映照.如果 f ■与 G 都是连续的，则 （1) 称为拓扑 
映照. 所以拓扑映照是 一一 对应的双方连续的映照. 

如果 z = H ( s ) 是一拓扑映照把次变为2,，则 

w = G (//(^)) 


也是一个把次变为的拓扑映照. 

拓扑学就是研究拓扑映照下的几何性质的.在拓扑学上圆的可以说成是方的.因为 

我们有拓扑映象把圆变方.例如由圆心对每一幅角作一射线交圆周 



的距离是夂0)，交“方周”的距离是 <幻，则变形 


di =* 6 y 


_ 部、 

■■■ — «i^_. 

P (^) 


就把（0， P ) 平面上的圆变为 （ A ， 平面上的方了.它也可以把平 
整的说成歪扭的，如在哈哈镜中看相片，它也可以把大的说成是小 
的，把正的说成是反的，如左右手.但是它不能把一片说成两片，把 
不联的说成联的，把立体的说成为平面的，例如把球说成是圆. 

以往所讲的 Mobius 变换都是把 Neumann 球变为自己的拓扑变换. 

注意，拓扑依赖于极限.这样定义极限有一种拓扑.但换了极限的定义，可能拓扑也 
将有所不同.以上所定义极限是用“距离”，有了某一距离就有某一拓扑.但有时两种不 
同定义 极限的方法可能导致出同一拓扑.例如，两个距离 d 又 适合于以 


下的 关系： 有正数^及 A 存在，使 

Pidx(wy z) < d(tv ， z) < 


这样由 d ( jv ， z ) 定义出的拓扑与由 d x ( w y z ') 定义出的拓扑都是相同的，例如，单位圆内 
诸点所成的集合依普通距离、弦距离、伪弦距离所定义出的拓扑都是等价的.也就是在一 
种意义下〜在另一种意义下也是如此. 



闭线段0 < ; < 1的连续映象称为复平面（或球面）上的一连续弧段(或曲线).因 


* 70 ^ 




此一连续曲线可以表为 

z => X + iy 3 X = /(0 J y 8=5 ^0) 9 0 ^ ^ 1. (1) 

这儿/，£是*的连续函数.这儿“连续”的意义也可以在“弦距离”的意义下理解，即给- • 
e 〉0，有衣存在，使 </(/， /) < 5时， d ( zO )> ^(0) < e . 如果 /(0) =° f ( l )3 ^(0) = 

gW > 则连续弧称为是闭的. 

这样定义的曲线似乎很能符合我们的几何直观.但是 Pcano 举出例子，说明可以找 
出适合这条件的曲线，它可以填满一个正方形.因此，虽然几何直观是而且也将永远是数 
学的一个重要的思想来源，但有了直观还需精密地分析和论证，这样才能置之于坚实的 
基础上. 

Jordan 首先指出无重点的曲线的重要性. 

定义. 由 （1) 定义的曲线如果还适合以下的条件，则称为 Jordan 弧段.由 

K0 *=*/(〆) ， gO) = o 1 (2) 

一 定得出不与自己相交的曲线是 Jordan 弧. Jordan 弧段也称简单曲线. 

如果由 （2) 推出/ «0 5 /' = 1，则所定义的点集称为 Jordan 闭曲线.多边形是 
Jordan 闭曲线. Jordan 闭曲线也称简单闭曲线. 

因此， Jordan 弧段可以理解为单位线段的拓扑映象.而 Jordan 闭曲线可以理解为 

单位 圆圆周的拓扑映象. 

利用 Heine-Borcl 定理可以证明： 

命 C 是域 *5 中的一个 Jordan 弧. 给与任一 e > 0, 一 定有一折线与 Jordan 弧的弦 
距离 < s . (即对折线上的任一点， C 上有一点与它的弦距离 < S . 而且对 C 上任一点, 
折线上也有如此的点 .） 即任一 Jordan 弧可以用折线来无限逼近它，任一 Jordan 闭曲线 

可以用多边形来无限逼近它. 



最简单的拓扑性质之一是连通性. 

一点集 *5 上的二点 a 与办 称为在 *5 内连通的 ，如 果有一条曲线 C 完全在 *5 内，使 a ，办 
都在 C 上. 

如果集合 *5 中所有的点都和 S 的某固定点在内连通 5 则集合 *5 称为连通集合 • 
也可用 Jordan 曲线来定义连通 . ♦ C •• 

x = y ==少 CO 

是连通集 s 中连结^ 6两点的曲线. 

如果它不是 Jordan 曲线，则有 


使 


0 < < 袁2 < 1， 


fpOd = 史 ( ， 2 )， 

〆 /,) = < Kh \ 

因此只需把弧段^ < /2所对应的曲线部分抹掉即可. 

连通的开集称为域. 
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连通的闭集称为连续统. 

一维的域的最简单的例子是开线段0 </< 1. 连续统最简单的例子是闭线段 0 < 

^ <1. 但在复变数中讨论的域一般都是指二维的. 

圆的内部 \z - a \ < r 是域，外部 \z — a \> r 也 是域. 同样如果用弦距离， 

d ( z , a ) < £ ^ 1 a 也可在 Ncmmanm 球上定义一域. 

如果 S 是一域，则连通性可用折线来定义.方法如下:设^是中连结〃，彡的曲线，其 
上的点都是 S 的内点 • 在每一点可以作一完全属于 *5 的开圆，这些开圆把曲线完全盖上 • 
由于曲线是一个闭集合，因此有有限个圆盖上此曲线 • 在这些圆内取连续的 
折线段，即得所证.（例如可设相邻的圆各含有对方的圆心，则取连结各圆心的折线段即 
可 •） 

包含一点的连通开集称为该点的邻域. 

我们将 不证： 任一拓扑变换一定把原象点的邻域变为映象点的邻域_这一性质在复 

变函数论的具体问题中大都是可以直接验证的 • 

如果 S 是一域，別非其内点，但却是 S 的内点的聚点，则抑称为 S 的迖界点 • S 的全 

体边界点的集合称为 S 的 边界. 

Jordan 闭曲线的最重要的性质是 

定理 （ Jordan ). —条 Jordan 闭曲线把平面分为两个域，而以 Jordan 曲线为其公共 
边界. 

这定理是直观的，但证明是烦 难的. 我们将不加 证明. 但在下节将证明几个特例 • 

下面这条定理也是用得 到的. 

定理 • 命 JP 是 Jordan 闭曲线上的点 • 1?非曲线上的点 . ％与*轴的交角用 a ( P ) 
表之.如果1?是 内点， 则当 P 沿这曲线走一圈时，《(尸）或增或减〜（如果增加，则尸 
的走向是反时针方向 的）. 如果2是外点，则“⑺）并不增减.与 Jordan 定理一样，这条 
定理的证明是并不容易的，本书也将不加证明 • 

§ 10. Jordan 定理 的特例 

1) 凸域.具有以下性质的开集称为 凸域： 如果 J ， S 是凸域的两点，则联结 J，B 
的直线段全部在此域中. 

在第一卷中已经证明过，凸域的边界是连 续的. 凸域加上其边界点得一连续统，它也 
是有凸性质的. 

凸域是域，此为显然 • 凸域的外点所成的集也是 开集. 再证其连通性.今 0 是凸域 
一内点， P 是一外点，过 0 P 作一半直线 • 这半直线分为两段 • 自 O 到边界为一段，包 o 
在内. 另一段自边界经过 P 趋于无穷.在趋于无穷的一段上， P 与 00 之间必无该凸域的 
内点及边界点，否则如果有一个这样的点尺，则0/?上的点（包括 P 在内）必定是内点或 
边界点.这是不可能的 • 因此任何一个外点一定与 00 是连通的，即得外点所成的集合是 

一 域* 

2) 三角形.三角形是凸域_因此整个平面被三角形分为两个域，而三边为其公共边 
界.并易见，若一线段只交三角形的一边，一定有一个端点落在三角形中，另一个落在三 
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角形办.由胃|生，如果两端都在内，这线段一定与三角形无交点.如果两点 p ， 1?都在外, 
且 h 0的联线过三角形的一内点 i ? ，则线段 两与而 将各交三角形之边于一点，而且 
这两点不在同一边上. 

3) 多边形.一个简单封闭多边形分平面为两个域，以这多边形的边为其公共边界. 
〈“简单指无重点的意思 .） 

在多边形 P 的边数上行归纳法.三边形已知其正确.今 
假定此断言对边少于”的多边形为真，因而证明它对》边形 

f 也真. 

不交多边形的边的两顶点的连线称为对角线.今证明存 
在有以下性质的对角线，它将 P 分为两个多边形，以此对角线 
为一公共边，而且两个新多边形的边数都少于 

命@与 M 是二邻边. 作 Wd . 如果三角形内及 M 上无 P 的其它顶点，则 BC 
就是所求的对角线.不然命 G 是三角形内及％上离 M 最远的顶点，如同时有” 
个，则任择其一联线这就是适合于要求的对角线.由于证法相同我们只就后一种情 
祝进行讨论 • 

把多边形的顶点顺序排列起来， 从」 出发到 G 之后有两途可循，并且都可以回到 Z 
点.如此得二多边 形巧， P 2 . 它们的边数各为 r 与^> > 2, / > 2). 是公共边，因 

此 （r 一 1) + (/ — 1) « 故得 r <： n, s < n t 

由归纳法假设这两个多边形都有 “内' “外”（外指包有 00). 我们首先证只有两种可 
能，一种是 h 在巧之内(或在匕之内），另一种是两域各外. 

如断言非真 3 则 A 及 P 2 有公共内点 3 且6的内点不完全包括巧的内点，巧的内点也 
不完全包括^的内点.这就是说，在匕之内有 P 2 的内点及外点，在匕之外也有 h 的内点 
及外点.因此，在^之内、外都有&的边界点.设 h y 是朽的 : 边界点，其中 x 是巧的内 
点， y 是厂的外点. &之边 界的一部分*构成联结 r 及 V 的 Jordan 曲线.它一定和 P , 
的边界相交.前面已证 C ， P 2 只以^为公共边界.因此 * 必交匕于@，而不交&的 



任何其它边界点.但这样一来， P 2 的边界在上至少有一点成为三分叉，与简单多边形 

* 

之边界的 Jordan 闭曲线性质相矛盾.故得证. 

在第一种情况下， P 2 的内点除去 A 的内点及匕的边界在 P 2 内的部分定义为原来多 


边形 P 的内点； P 2 的外点，广的内点及线段(除去 G 两点)定义为 P 的外点.在第 

二种情况下，巧的内点，6的内点 5 加上@ (除去/， G 两点)定义为 P 的内点；匕，&的 
公共外点定义为 P 的外点.我们只证第一种情况，读者试自证第二种情况. 

先证 P 的内点及外点都是开集.如果以 I 表前者， n 表后者， Z 表紧致复平面所成 
.点集，则 I = Z — ( P 2 的外点及边界点+ ^的内点及边界点）.括号内是两个闭集之和， 
•仍为闭集，故 I 是紧致复平面上某一闭集之补集，应为开集 .II « Z - ( P 2 的内点及边 
界点(1巧的内点及边界点).括号内是两个闭集之交，仍为闭集，故是紧致复平面上某一 
:闭集 之补集，应为开集. 

现证 P 的内点及外点都是连通的.它的外点连通是显然的，因为^是匕， P 2 的公共 
边界，&的外点及 巧的内 点都可有曲线与@相联.它内点的连通性可证之 如下： 令*, 
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y 为 P 的两个内点，则必为 ^ 的外点.有一条曲线 * 完全在&之外， * 的两端为*， y •如 
果*不交 P 的边界，则定理 已证. 如果*交 P 的边界，则一定是交&的边界 • 无妨假定 
它至少有两个 交点. 设 a 是第一个交点是最后一个 交点. 以幻表& 及&的 
任一顶点£到任一非邻边 s 的距离，而令 p - min d(EyS) 为其极 小值. 在&的内部沿 


P ■界作 距离为广音的平行线段讀 大) ，它们也构成一简单封闭多边狀 


由于^ y 都是 P 2 的内点，无妨假设它们离边界的距离大于^ ( 否则可把 ”取得 更小），因 


此*在交 P 2 的边界之前，必先交6的边界于巧， y 2 . 取々充分大，可使 巧充分 接近 〜 h 
充分接近 h •由于 P 2 及厂只有一条公共边故巧 沿& 的边界到 y 2 有两条路可走 • 
其中有一条不需经过7石的“旁边”，亦即不需穿过匕，从*经々及外到 y 完全 在&之 
内，且不交匕及其边界，故亦完全在 P 之内.定理证明. 


§11•连通数 

本节将根据定理进行一些直观的讨论，而不加以严格的证明* 

Jordan 定理还有以下的推广：命 G 表一域， r 是 G 内的 Jordan 闭 曲线. /把平面分 
为两部分/> # 与<?的交命之为 G'，D 〃与 G 的交命之为 G ' r 分 G 为两部分 (T 

与 cr ， 他们是域，而且以 r 为公共边界. 

命 r (0 , r ⑶ 是两条不相交 Jordan 的闭曲线■已知 r ⑴分平面为两部分 G ⑴及 
r C2) 一定在此二域之一内 • 因而又分为二.因此两个不相交的 Jordan 闭曲线分平面为三 
部分，都是域 • 用归纳法不难证明，》个互不相交的 Jordan 闭曲线分平面为》+ 1 个 

域. 



图25 图 26 


但值得注意，当 n > S 时，有多种拓扑不等价的位置.例如图 26 . 

在函数论的研究中“完全隔离”的位置十分重要•所谓”个完全隔离的 J ° rdan 闭曲线 
乃指任取其一，其他的 n — 1个都在此一的同 一边. 图 26 之二是完全隔离，图 W 之一 
则否. 这一定义也可以叙述为： 这”条 闭曲线 r ⑷ O =* 1，2 •••«) 分平面为 《 + 1 份. 

其一以 这”个 r ( e ) 为边界，其他的都是以一个 r ( *° 为边界. 

现在考虑一域 G 内有三个完全隔离的 Jordan 闭曲线 r ⑶， / 3) 的 情况. 在 G 内 
可以找到一条曲线联上 r ⑺与/ 3) ，而不交三 Jordan 闭曲线完全隔离的条件(必 

要且充分)是在 G 中能联其任二不交 他一. 

在函数论中主要仅考虑有有限个连续统为边界 的域. 由一个连续统为边界的域称为 
单连通，由两个无公共点的连续统为边界的域称为双连通. 一 般地讲，由”个无公共点的 
连续统为边界的域称为”连通(如图 27 ). 
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n 称为连通数，是一个拓扑不变量. 

如果域的周界是一 Jordan 闭曲线，则是一单连通域.例如，开圆 k| < 1是单连通 
_域 ; 上半平 面数心 > 0 亦然.但单位.圆沿半径切开仍然是单连通，其周界则非 Jordan 闭 
曲线了！多种切法(如图 28) 可使边界极为复杂，但是它还是单连通域. 

但我们将来会知道任二单连通域（多于一个边界点的）可以拓扑地把其一变为另一 
(甚至于，可以保角地如此做).因此，以上的复杂的边界情况，反而不是本质现象.也就 
是说，它不是一个域（内部)的拓扑映照的不变性质. 



图 27 图 28 图 29 


如果 G 是一单连通域， r 是完全在其中的 Jordan 闭曲线，则 r 分平面为两 ••边 《，有一 
“边”的点全在 G 中.如果不然， G 的边界的点将一部分在 r 内， 一部分在外，而不是一个 
连续统了.反之如果不是单连通，其边界由若千个连续统组成，可以证明<例如利用保角 
变换)有一 Jordan 曲线 r 全在 G 内并把 G 的边界点分在两边.这事实引出单连通的另一 
定义：如果 G 内任 一 Jordan 曲线的 一 <边”全在内，则 G 定义为单连通. 

多连通域 G 的连通数”也可以定义为 G 内所能做的完全隔离的 Jordan 闭曲线的最 
多条数.这些 Jordan 曲线具有以下的 性质： 有一域只以 这”条 曲线为边界. 

«的意义还可以用以下的定义来说明.命 G 表一域.一条连一内点一边界点的 
Jordan 弧（弧上其他的点全是 G 的内点）称为 G 的一切口.由边界点到边界点的 Jordan 

弧(弧上其他的点全是 G 的内点)称为横跨切口. 一单连通域被横跨切口分为两个单连通 

域. 

. i 

如果 G 上能做 iV 条横跨切口而仍是连通的，但任何 iV + 1条横跨切口把 G 分为不连 
通的部分，则连通数 
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第六章解析函数 


§1. 解析函数的定义 


命 D 是一个域 • / O ) 是在 D 上定义的单值连续函数.如果它满足下列三种(相互等 
价的)条件之一，则称为解析的. 

( I ) (Cauchy-Goursat). 

命々是公的内点，常有一数？，使给了任一 s > 0,存在衣 > 0,当0 < U — y < * 

时， 


/( g ) — f ( z Q ) < 
Z — z 0 


( 1 > 


则/(3称为在可导.这就是第三章§4的定义.如果 D 的任一内点都有此性质， 
则 / O ) 称为在 Z > 内解析这个/就定义为 / O ) 在9的微商，用 fXzo ) 表之. 

(II) (Ricmann). 


如果把/00写成为 

/W *= y) + ip(x 9 y), 

若 2 。 有 一邻域，其中《， f 是有一阶连续偏微商的实函数，而且适合 Cauchy - Rcimann 方程 


du dv du dv 

a 7 = W a 7* ~ 


( 2 > 


则在 a 是解析的. 

( III ) ( Wcierstrass ). 

如果 a 有一邻域存在，在其中 / O ) 可以展开为收敛的幂级数，则/0)在抑总是解 
析的.这时有0，使 

/W = ^0 + 0i (芯一之 0) + - 一 ^o) 2 + • • * 

在 I * — ^ 0 I < a 中是收敛的. 

由第三章 S 4已经知道，定义（ II )与（ III )可以推出 （0, 因此现在的问题在于由（1> 
推出00, ( m ) 来.今后说“解析”二字是定义 0) 的意义. 

附记1:函数 


/W = \/Uy I 

在 * 轴与 y 轴上都等于 o . 所以在 t — G 时， 

du du dv dv n 

■ asa ■ - = - sis 

dx dy dx dy * 

即适合 Cauchy - Ricmann 方程，但在 ar = 0 时， /( af ) 并没有微商，因为 

/O) _ V\xy\ 

« x + iy* 
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命 ； t = ar ， y = /?r ， 则当 r—0 吋， 

V I V \^\ 

- r - "T ― '- mi - 

x + yi a + i^ 

并不是同一的，故原函数并不解析. 

这说明了，在一点 Cauchy - Riemann 方程成立并不能得出解析性，因为这仅仅代表两 
个方向的微商而已.也就是 

/ O ) — / O 0 ) 

Z — Z Q 

沿着两个互相垂直的方向趋于同一极限并不足以说明 Kz ) 的解析性.甚至当它沿所有 
直线方向都趋于同一极限也不一定解析.例如： 

"⑺- ^ 2 C ^_+/ y ) ? 当…， 

J x L -h y 

/(s) =0 ， 当 Z = 0. 

不难证明，当 f 沿任一直线趋于0,常有 

lim /( g ) — ^- = 0. 

Z 

伹沿 T = y 2 , 贝 IJ 

/W - /CO) _ y 4 _ 1 _^ 0 
■ • ■_■■■ ■ ■ - — *-■ ■ \) • 

z y 4 + y 4 2 


因此 Kd 在 z = 0时不解析. 

附记 2. 在⑴的定义中，如果假定了 fM 是连续函数 ，则 立即可以推得 00. 

附记 3. 在第 一 个定义中，原先 Cauchy 假定的 f ( jd 的连续性被 Goursat 证明是不 
必要的，人们当然希望定义 II 亦有相应的改进.果然， Looman - Menchoff 证明了如下的更 
为一般的定理(但本书不予证明）. 

令 y ) 及 y ) 是域0中最多除了一个可数集合外，处处有一阶偏导数的实函 
数，且在 D 中最多除了一个测度为0的集合外，处处皆有 

du _ Qv du dv 

— ■ ■■ ■■ 

dx dy ' dy dx 

则 fO ) = u ( x , y ) + tV (^, y ) 是 D 中的解析函数. 

§2. 一些几何概念 

若 x (0 , y (/) ^ ^ ^ 表示 一 条 Jordan 曲线，为了沿简单曲线 C 朱积 分的需 
要，我们不得不添上曲线可度长的条件.我们假定 Y ( d ， y (0 都有连续微商，且 / O ) 是 
^上的连续函数，则 

j fiz^dz = j /( a ：(0 + (/))(/(0 + 

=I ( ux ' — vy f ^dt + / j (« y ，+ vx '^ dt , 

在第一卷已证明过. 
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f(js)dz 


< ML . 


这儿 M 是 /O) 在 C 上的最大值，而 L 是 C 的长度. 

一条可度长的简单封闭曲线称为围道.为了方便起见，我们常从考虑以下形式的闭 
围道 C 入手.假定有一区间（〜6)，当 《</<* 时，交 C 于二点(不多不少）， 
命定为 yi(〆） 与 yaOO, yiOO < hOO .当 a ：<3， 及办时， x x r 与 c 无交点 • 
同样有一区间（05,卢），当 otCy ' C 卢时， y = /交 C 于二点 々( y ') 与々( 〆 )« 〆 ）< 
hC〆 )）， 而当/<«»及 y '〉/? 时 ， y =» 〆 与 C 无 交点. 围道 C 的内点是适合于 a < 

&及 ytO ) <y ChO ) 的点. 不在 C 内和(:上的点称为 c 的外点 • 以后所讲的简 
单闭围道就是指这样的围道. 

如果 C 与 C ' 是两个这样的简单闭围道，而有一段或多段的公共弧，并且各在其一之 
外.除了公共弧，得一区域 c ". C 〃的内部是由 C 及 C ' 的内部点及公共边界上的点所组 
成(凡属于 c 及(:'的公共外点的聚点不计在内.参看图30,例如《，^). 


C 



图30 图 31 


又如果 c ' 的所有内点也是 c 的内点，则由 c 的内点同时又是 C ' 的外点的点所成的 
集合得一新区域.例如： p < Ul < R - y >° 所围的区域，又把此区域对实轴作对称， 
并擦去从一及到一 p —段实轴.因而得出一区域，其中从到 怎苗 R 走方向相反 

的两次. 


§ 3. Cauchy 定理 

定理 KCauchy ). 命 C 表一围道.假定 fO ) 是一个在 C 上及在 C 所包含的二维域 
D 上解析的单值的函数(定义 I )，则 

( f ( jg)dz = o . ( 0 


这儿的积分是沿 c 进行的. 

如果用“定义 n ”， 这定理是容易证 明的. 因为 

| f^g^dz = | C w "l - iu^dx + = I udx ~■■ vdy + i *4~ vdx % 

由 Cauchy-Ricmann 方程可知— Wy 与 + 〃心都是确切 微分. 可得定理.或 
用 Green 公式和 Cauchy-Riemann 方程可 得定理 • 

特别地，函数 az + b 有连续微商，由 U 附记 2 可知它的实、虚部适合 Cauchy-Ricmann 
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方程，因此 


j (这刀 + b^)dz = 0. 

Goursat 的贡献就是减弱了假定，也就是不再要求 /' U ) 的连续性. 


他先从定义 CI ) 推出 的了琴 :可零 f ，也 就是： 

给了 s >0, 我们可以找到^>0 ^•与 Z 无关) 5 使| 〆 一 ; H <5吋 

I /(〆 ） 一 /00 — (〆 一 Of 001 < s I 〆 一 H • 


( 2 ) 


这儿 〆 与 z 都在 (:或 C 所围绕的区域 D 上. 

以互表 C 与 D 的点所成的集合. 

要证明此点，我们 用** 不断分割法' 先作一网络，由平行于 h y 轴，距离为2的直线 
所构成 5 它把平面分成许多方块.我们取其中与 D 有公共内点的那些方块:其中有的完全 
在区域0内的，记之为 G ， •••， C M . 有些与 C 有交点的，这些方块在行内的部分记之 
为 D l 9 …， D n ， 如此则 


D ^± C i + ± D u 

i = 1 i = 1 

在这样分割之后，把 q ，•••, C My 认，…， 分为二类.一类是对其中所有的 5 T 与 
/，当 U-^I <^1 时 （5 t >0 固定)都有 （2) 式成立.余者一类是 (2) 式不能成立的. 

把第二类的区域平分为四份.取4 = 如果仍然有 （2) 式不能成立的部分，即 

2 

其中存在两点 < S 29 使 （2) 式不成立，则再四分，继续施行.如此可能 
性 有二： 其一是经过有限次分割后 （2) 式成立了，结论已经获证•，不然，有一串一个套一 
个的小方格 

只1， Ri ， 尺3,…， R ” ，… 

及一趋于0的正数串使 （2) 不成立. 

这些方格趋于一点4由假设知:，存在使 U — 4 <仏吋恒有 （2) 式成 
立.但当”充分大时，可使&完全包含于<^«内及夂 < ‘这是与假设相 
矛盾的，因此得出 / O ) 的一致可微性. 

附注.以上实际上是附带证明了 Heine-Borel 定理， 熟悉该定理的读者可直接应用 
之(参阅第一卷一分册第四章 §17.). ^ g( 

现来证明定理 1. 利用前面所作的细格，沿每个 G ， •••，及 | * 

认， * • •，的边界积分.记相应的边界为 dC '， …， dC u 反 dDi ，. • • ， 

则 p - c 

(fMdz = 2 [ iCx^dz 4 - 

Jc m 二 i J n = 1 】己 Dn 

其中每一积分都是正向的.例如，二正方形 / BCD 与 DCEF 有一公共 〃 ^ 

边 CD . 在第一正方形中积分由£>到 C 3 在第二正方形中积分由 C 到 Z )， ® 32 

因此沿 CD 的积分对消了.因此，在以上的积分中实际只有 C 的部分，其他添加的线段的 
积分都消 去了. 由 （2) 可知 
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( fMdz = ( [/«) + ( 方 一 2ro)/C^o)l^^ + I (}>(y)dz， 

J ac m Jdc m J »c m 

3$ 中 |<^w I <, e\z — z [\, 4 是 Cm 中一 定点. 函数 

/(^ o ) + O — O /' W ) 

是 z 的线性函数 ，故 有连续微商.因此，由本节开始已经证明了 

([/C«o) + ( 之 一 4)/’(4)] 心 = 0 ， 

J dCfn 

( [/(4) + O — ^o)/'(^o)V^ = o. 

Ja 〜 

又在 G 中 k 一 41 < V^lm On 是小四边形的边长）， 


即 





2 l m 4/份， 



fOV 之 


< e 



2 / w • 


4/ m . 


又的周界长度不超过 4 \ +心.这儿心是 D „ 与 C 的公共部分，所以 



cf>(j^)dz 


< £\/ 2 /„(4/ ft 4- S n \ 


对一切的防，《求和 


c 


f ( js)dz 


< 


Vi (2 & + 2 /2 0 + 

\ m « / n 


这儿 



C3) 


而 2 5 n = C 的长度:. 

n 

因此 （3) 的右边小于 e 的常数倍，而左边与 s 无关，因得定理 • 

附记 1. 凡是可以切开成为若干个简单闭围道所范围的区域的区域， Cauchy 定理也 
是正确的，沿切开处积分来回抵消.故得 定理. 

附记 2. 在 C 上关于 /0 O 的条件可以 减弱. 即只需要/00在 D 内部解折，在 
D = D + C 上连续，因为如果在方上连续，则 

[ ji.z)dz = lim \ JMdz. 
l . Jc Jc 

这儿 f 是 c 内的围道，而且 c r — c 9 我们不在此具体说明了. 

思考性问题：用单位圆为想象出发点，是否需要 / W 在 C 上连续？ 



m 33 图34 
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定理 2. 在定理1的假定下，沿任何 D 内曲线由^到^函数 

FQz ) == | f ( jv)dw 

J *o 

是单值的，解析的. 

证.首先，如果 D 内有两条曲线由;^到^此二曲线合成一闭围道，因而得出 FO ) 

是单值的.其次 


FQz + dz ^) 一 F (jst) 




JT 十 


Z 




因此 


F( …)— F(g) _ /w = i [^ S \ M „， w v ‘ 

OZ OZ Jz 


由连续性，对任一 e >0, 有 5>0 存在，使1«/— 时有 


I/O) — /(>) ; < s. 


如此则当 \ Sz \ < s 时 


F( ； 3r + 5jst) — F ( 尨） — 


dz 


/W 


< s . 


即得 FW 是 解析的，而且其微 商等于 
FM 称为 Kd 的不定积分. 

不难 证明： 如果 < roo =/ o )， 则 F 与 G 相差一常数，也不难证明 



X 


r o 


代 w、dw = G(sf) — G ( 之 0 ). 


S 4.解析函数的微商 

- ■ 

- 1 

命/«在一简单闭围道 C 上及其 d 内解析.命 z 是 c 内的一定点，考虑函数 

/(^) 

W — Z 

# 

舍除 W 2这一点外，这函数是解析的.在 w Z 附近取一小圆.其半径为 h 并取 
p 充分小，使 \z — w \ == P 含在 D 内，且 

I/O) — fO) 1 < 

用 r 表此圆之圆周，则 

(( 一 一0， 

\JC Jr/ W — Z 

即 

f = \ a 

Jc ti / — Z Jr w — Z 


(dw = /U) f -^-+ f HfW 权 

W 一 z Jr W 一 Z Jr W 一 Z 

我们用极坐标 


w z + P^ tB ^ 0 ^ ^ 2ar 
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直接算出 


dw 


2x ipe ie dd 


f w — z Jo pe 


i$ 




及 


f ( w ) — fiz ) 


w — z 


dw 


e 


< —— 27tp = 2 jt 6 9 

p 


:因此 




c w — k z 


dw — 2 


〈 2jtS. 


左方与 e 无关，因此得公式 


2^ti jc w 


iiELdw ^ j ^. 


⑴ 


z 


这是有名的 Cauchy 积分公式，即由 KO 在周界上的值来推出在周界内的函数值 


实质上，只须假定 fOO 由内趋于 C 时连续也就够了. 
再由 


f (之 + A ) — /W 


/( 浓） 


h 


2 yti Jc (^w — ■ z 乂 w — 1 z 一 A ) 


dw . 


( 2 ) 


O 在 D 内，取 A 充分小使 z + h 也在 D 内），由 


/OV 


w 


c Qw 一 一 z 一 h ) Jc (^w 一 z ) 2 


f j ^ w^dw 


/O) 


c (^w 一 z^Kw — z — h ) 


dw 9 (3) 


在 c 上 |/ UO |< M . 由 e 到 c 的最短距离是心命 L 表 c 的长度，则得当 | Al < 5 时 


j ( u/)dw 


当 Ml 


C Qw — J3r) 2 C^ — z — 力 ) 

时，右边有界，因此，由 （2) 及 （ 3 ) 得 


< 


ML 


8又8 一 j A ) 


fM 




27ti Jc iw 


K S dw 


这是 /' GO 的 Cauchy 公式 • 
再用同样的方法，从 


f’Qz + A) — /’ （ 名） 


2 tv — 2 z — h 


h 


2 ni 3 f ： {w — z^\w — z — hy 


jQw^dw 


而推得 


rw 


2 


f ( 


w 


c Qw 一 zy 


dw . 


即 ro ) 是存 在的. 因而解析函数的特点是假定了“可微性”而可推出高阶可微性.因此 
从定义（ I )可以推出定义（ II )来. 


继续进行，/00有各阶微商，得 


f n) M 


n 






2iti (tv — 


dw . 


习题 1. 假定在以 a 为中 心以， 为半径的圆周上及圆内 fO ) 是解析的，则 


l/ Crt) Wi < 


n 


iM 


n 


■ 
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这儿 M 是 I / WI 在圆周上的最大值. 

习题 2- 假定 KO 是解析函数，证明当/00 # 0吋 


d 2 

dzdz 


log I f O) i 


= 0 


9 


而且除 fOO =0 或 fM = 0 的 Sf 点外，常有 


d 2 

dzdi 


If 001 >0. 


§5. Taylor 级数 


上节已经证明任何一个解析函数都有各阶微商，现在进一步证明： 

假定 / O ) 在一简单闭曲线 c 上及其内部解折，命〃又是一内点及 a 是“到 c 上最短 
距离，则当 \^- a \ < S 时，有收敛级数 

/(方）=» / G ) + (V — + •’ •十 — ^- + •. •• 


还是从 Cauchy 积分公式出发， 


这儿 r 是以“为中心，以 p ( <^)为半径的圆，这公式当 < p 时成立. 
虫于在 r 上 


Z 


a 


w 


Z 


W 


a Qw — 


(^z — a^) n 

(^w — 0)” 十 1 


是一个一致收敛的级数，所以可以乘以4^而沿迴线 r 逐项求积分，如此 得出: 

Lit % 


/w 


lid 




a 


/ c«o 


w — a 

(z — a) n 
liti 


2 uci 】 r (w — a ) 

/O) 


dw 


r («/ — a ) 


a 十 i 


dw + * * 


■ 




由于 p 可任意接近于5,这就是所需要的公式了. 

这说明从定义 （0 也可以推出定义 （ HI ) 来.因而定义（1) 3 ( II )， Oil ) 是相互等价 

的. 

与实变数的 Taylor 展式有一个极重要的不同点，就是在研究实变数函数的 Taylor 
展式时，总是展得《项，然后看其余项是否随》趋于 0. 在复变数函数研究时，其余项趋 
近于0可由解析性自然推得，级数的收敛圆半径的决定依赖于解沂性.例如 P 是最大的 
正数，使在 — aj < p 内 /( ar ) 解析，则 /(>) 在^ 8=3 fl 处的 Taylor 展式的收敛半径是 
P > 例如：函数 

--- ( =1 — J2： 2 -h 2： 4 — ~ Z 6 4* • , •) 

1 +怎 2 

1 

在土/处不解析.因此,在原点展式的收敛半径等于 1. 但作为实函数来说，我们看 
不出为什么收敛范围应当是 一 1<尤<1的 道理. 
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附记.以上的一切讨论都不需要假定 / GO 在 c 上是解析的，而仅需要 f 00在 c 上 
是连续的. 

更深刻些，如果 / O ) 在 C 上是可积函数 ( p ( 则照样可以定义 Cauchy 型积分 

w 一 z 

这在 C 内是一个解析函数，并且有 Taylor 展式. 

习题 （ Morera ) ( Cauchy 积分定理之逆定理）. 

命 £) 是一域，在其中/0)是怎的连续函数，并且过 D 内的任一闭围道 , 

j /(» 

恒等于0,则 / O ) 在 D 内解析. 

提示：考虑 

F(^) = [ jQw)dw ， 

J Z Q 

由 

F(Z + 々 ） — FM — / O )= 丄 「 +A (/ O ) — 代 Z )) dw ， 

h h U 

推得 F « 解析，因之，心）解析. 


§6, Weierstrass 重级数定理 


定理 1. 命 C 为一简单闭曲线， D 是 C 的内点所构成的域， {// O } 是一个函数贯， 
在 D = D + C 上解析，并且假定在 C 上 

S UM ⑴ 

1% — 0 

一致收敛，则级数 （1) 在万上一致收敛，而且其和是 D 内的解析函数 • 

在 C 上，命 


«0 

少 (岌） = 2 /«(幺)， 

n = 0 

则 J ^- dz 是 Z ) 内的一个解析函数，仍以表之.命 a 为 D 内的任一点 

Ini )C Z — W 


少 00 




2iti 


dz 


27ti 


s 山) 






fjy ) 


dz 



= 5 j /"( fl )， 

jf = 0 


(由于在 c 上一 i 一是有界函数，所以在 c 上也是一致收 敛的. 因此可以逐 

\ Z 一 a n^o ^ 一 这 

项积分可见在整个 Z ) 内 

ca 

2 fnC 矽 ） ㈡ 0 ( 浓 ). 


( 2 ) 



现证2 fn (^)在万一致收敛.由假设知当》充分大时，对任一正整数《，在 C 上有 

ff = Q 

S /々)丨< I ⑴ 

n 

由极大模原理知在整个方上， （3) 亦成立，定理全部证完. 

定理2.命 

/iW ， /2W ， …， hM ， … 

是域 D 内的解析函数贯，且级数 

S 山） 

r$ — l 

在 D 内的任一闭 区域次 上一致收敛，则 


foo = 2 f 乂 

n~l 

在 D 内是解析的，且可逐项求各级微商. 

命 c 是 D 内的任一•简单闭曲线，我们先证明 

zw = — ( a dw ， 

2 ^i )c w — z 


由 



(4) 


可知 


00 


00 


foo = 2] = 2 




/» 


； 2 ^i 


dw . 


由级数的一致收敛性，乘以及逐项积分可得 

W — Z 


CO 


/« 


S o ) 




27 ti 


dw 


1 


/o) 


2 ni 


dw , 




即得 （4) 式. 


从 （4) 式不难推出/0)有微商而且 


fM 




fO ) 


loti 


一么） 


dw . 


因此 / GO 是解析的. 
又由一致收敛性可知 


/O) 


00 


2jti ( 砂一之 ) 


dw 


2 m 


S fnM 


dw 


-zy 


<30 


s 


f n M ， 


i 2iti Jc (^w 一 ar) 2 

因此级数可以逐项微分，又经微分后的级数仍然在0内的任一闭区域上一致收敛，原因 
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是： 如果 V 是这样的一个闭域，则可以假定曲线 c 包含 Z / 在其内部，命5等于 D ' 与 C 
的最短距离，则对^中任一点 Z 


S /»« 

» — 


N ， 

S 



llti 



dw 


2 /«(如) 


dw 


N 


(«/ 一 jar) 2 


< 


8 / 


27td 


这儿 / 是曲线 c 的长度， s 是函数 


S uw 


在 c 上的最大值，这与 2 无关，而且当 — ① 时趋于0,故得结论. 


再从 2] /； W 出发，证明 

|»= X 


疒(方）= CW 

1 

的一致收敛性，续行，得一般的结果. 

附记1 . 与实变数不同之 点是： 对实变数函数的级数逐项求微分的条件中还要加上 
微分所得的级数一致收敛. 

附记 2. 定理1的结论不能改为“在 C 上及 C 内解析”，例子是 


在 kl ^ 
又 


/« = 2^ 

« = 1 ^ 

上一致收敛，但在 ^-1 并非解析，其原因是 

/'(>)=— log (1 一 z)/z^ 


= s — 

1 打 

在 < 1 上并不一致收敛. 

附记 3. 定理1中如果 C 不是封闭的，我们并不能推出逐项求微商的可能性(参考习 


题 2). 

附记 4. 换成贯的 形式： 如果是一在 C 上及0内的解析函数贯，并且在 C 上一 
致收敛，则//幻在 c 内一致收敛于一个解析函数 / O ) ，而且 A v > 0) —致收敛于 
习题 1•在 R ( s ) > 1时，级数 


收敛，而且 


习题 2. 定 出级数 


〔0) = 2 n~ s 

fl = 1 


CO 

C ⑴ (y) = (—1) 々 lo B^ 

n^l 


00 

E ㈠ )” 



sm nz 
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表一解析函数的区域.这函数在实线段上一致收敛，但其微商在 * =* (2 m + 1>的附 
近不一致收敛，而二阶微商不收敛. 

习题3.级数 

00 • 

2 sin nz 

2 -— 

n 

在实轴上一致收敛，但在=平面上没有一个域在其中这级数一致收敛. 

习题4.用 Morera 定理推出定理2来. 

提 示：由 

( j{tv)dw = 2 丨 in{^)dw =» 0 
Jc ： #*= 1 

推出 / CO 的解析性来. 

习题 5. 仍然有定理1或2的假定，并设％是一内点，把/„0) 在々 展开为幂级数 

(O 

0 — : 0 ) m ， 

m— D 

则 


m = s /"w = S 

n 二 0 m ，二 0 

< 这是重级数定理命名之由来 .） 

§7. 由积分定义解析函数 

定理 1. 命/0，《0表复变数的连续函数，其活动范围是 r 在一域 D 之上 ， w 
在一有界光滑曲线 c 上，对(：的每一点《/，/(、是=在 D 内的解析函数，则 

( f(z ， w)eiw 3 

在0内定义一解析函数，而且 

FXx) — f ~~dw 9 

Jc dz 



高阶微商也有相仿的结果. 

证.假定 C 是由 

w — u -h iv y u ^=* u G ) ， v v (j) 3 ^ ^ ^ 

所确定的 ， CO ? ^0) 是连续的. 

在 D 内作一围道 r，z ==»：>： + 广 ’， X ^ x { s ), y = y ( y ), Sq^s ^ s ls ^ Oo ) = ^00? 
)0。）= KO ，/ CO 连续，贝 iJ 对 r 内任一点常有 

/(^ = 

，因此 

F(0 =«」- (dw ( dz m 

2 ati Jc Jr jy — C 
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交换积分号(这是可能的，因为它可以表成实形式 

( dt\ [<pO,/) + /)]iz ， 

Jt 0 Js Q 

而中 ，小 是连续函数，故可交换积分号），得 

F(0 — 3 ( ——— ( ， w)dw — dz, 

2d Jr 怎 一 G J〆 、 ， y 2oti Jr z ~~C 

即 FW 适合于 Cauchy 积分公式.由此可证 FW 是解折的，而且可以在积分号下求微 

分. 

例 1. 如果 i (0 在（《，0中是一个连续函数，则在全平面上 

F (s) = j cos zif (r) dt y G(js) *= J sin ztj (/) dt 

是 ^ 的解析函数. 

函数 



是解析函数，但除去 = 是 o 间的实数的情况. 

习题 1. 试用 Morera 定理证定理 1. 

定理 2. 如果曲线 C 趋向无穷，但积分 

( j ( z , w ) dw ， 及 ( dV ^~— dw , v « l ，2，." 

Jc JC Oz v 

一 致收敛，则以上的结果仍然正确. 

证. 命（:„是(:在圆内的部分，则 

FnM =» \ /(: ，故 V 浓， 

JC n 

则对任一《， F n M 是解析函数，又当 — 00, F rt U ) 一 致趋于 JFO )， 所以 FO ) 也是解 
析的，最后 

F ' Oi ) = lim =* lim ( dw = ( dw % 

m —oo n-*co JC n OZ JC OZ 

同法可以处理 D 为无界域的情况，但必须保证收敛的一致性. 

例 1. 函数 

= j e~~ w w x ~ i dw 

当；?3>0吋表一解析函数. 

例 2. 在哪些范围内 

(°° e -^ dw , ^Ldw 

Jo Jo W S Jo W X 

i 

表解析函数？ 

§ 8. Laurent 级数 

定理 1 •令 / OO 是在一个环形区域上单值的解析函数.这个环的边界是以“为中心 
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以尺及 R \ R f < R ) 为半径的圆 c 及 C ' 所组成的，则 / o ) 可以展开为 z - a 的正，负 
方次的级数，这级数在环形区域内收敛. 

证.令 Z 表环内的一点，作积分 

2 iti j W ~ Z 


这积分先正向绕 c 一周，再沿一半径到内圆 c '， 绕 c ' 反向一周，而沿半径回到原出发点， 
由于函数是单值的，经过半径两次的积分消去，因 此得： 



另一方面，当 W 6 C ，， 则有一致收敛的展开式 



Z — " W 



z — a 



w — a . 
O — a ) 1 


(u/ 一 

(j3f 一 a) n 


故 



此处 




(jv — + 


# « • 




flO 




a 


n 


2iti 


八 w — 


因此得到 Laurent 展式 


/O) = z] a n (z — aY ， 

ft —— CO 

此处 

^ = ± i , 土 2*"， 

2m J (^tv — a) ^ 

这儿积分是沿环内任一绕圆心的围道进行的. 

显而易见， z — a 正幂各项所成的级数，当 \ z - a\<R 时收敛 •，而 负幂各项所成 
的级数，当> 一 a | > /?' 时收敛. 

与 Fourier 级数联合起来看，问题更为清楚(不妨假定« - 0)： 

在单位圆周上有 Fourier 级数 

+ 00 

qp (^) = 2 a ^ nid * 




一般有，令 

则 

在圆 IH < R 内收敛，而 



则 


cO 




在圆 M >i ?' 外收敛.如果 R f < R , 则在 y < M < R 中有解析函数 




例1‘ 












lit 


U 


(c sin n 的 dd. 


例 2. 当 C >0 吋 


€ 


S a〆 . 


这儿 


¥ 


a 


n 


2 itc n h 


€ (cos 0 十 cos 2 沒）十 * 乂 c sin 6(1— cos 0)— 


§ 9 .零点，极点 

定义 1. 如果 / O ) 在 z « a 解析，而展开式为 

/0) = 2〜(《一“)％ 

##= □ 

如果 a Q = a x = • ♦ * =* =* 0，而 a m ^ 0 3 则 z = a 称为/00 的一个 w 重零点；1重 

零点称为单零点. 

定理 1. 也就是，如果“是一解析函数 /ooc^o) 的零点，而且在 

“ 的一邻域内/0) ^析， Jw 有一 Pi>0 存在，在圆 \ z - a \ < Z Pl 中不再有/0)的零 

点. 

证.不妨假定« ■= 0,假定 

00 

/W = 2 j a n zn ^ \ Z \ 〈只 • 

n=^0 
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如果全部系数= 0， 则= 0. 今假定 a Y ^ - • • = a k ^ x = 0，而 A # 0，贝 

/(» = z k ( a k + 心+ • • •)， （1怎1 < 及). 

令 0< p </?， 则级数当2 吋收敛，因 此‘ ，有界 ，即有尺使|〜|，<尺，因此 


i/Wi ^ l^iM 1^1 


K \^\ 


々 +i 


M 一 

d 十2 


I 十 (W 


K \ z \ \ 

Ul ) r 


当 


0 < |^| < Pi 


\^ k \ o k ^ 1 

K + |%|〆 


时， | fO ) 丨 >0,故得所证. 

由此推得： 

0) 如果 Kd 在 d 内的一小块域内或一个连续曲线 段上为 0,则/0) 曰 o . 

00如果/0)在域 d 内解析，如果^，^，*••，％•**是一点集以別为其极限点，而 
方0是 D 的内点，如果 /(^|) =0，« 1， 2， • _ •，则 / O ) 5 ()• 


( iii ) 如果 K 幻， gM 都在 D 内解析，而且 

/ 0 |) = £(〜)， i = 1 ， 2 ， •*•， 

而心 — a 是的内点，则 /W = gM . 

令 d 是/00的々重零点，如此 

/0) = 0 — a )々 g <» ， 

而且有在 k - a ] < p 中 〆 4无零值，因此+在 k - a | < P 内是解析的，因 
此 


fOO {z — 


[厶 o + 办 i( 之 — a) + • • •] ， 厶 0 尹 0 , 


定义. 如果 hiz 、 在2 = a 的一个邻域解析，但2 〃 除外， 而且: 

lim (z — a ) k h (^ z ) = C — 0， 


Jt-^a 


则 2 称为 AO ) 的 A 重极点. 1 重极点称为单极点.因此，如果 K =) 以“为 々重零 


点，则硕以 a 为其々重极点，反之 亦真. 

例 1. 函数 sin jsr 在 z ^ 0 ^ ±7 t P 士 2 jt ， 


攀 《 « 


处有一阶零点，而无其他零点. 


由 


sin Cx + h )\ \/ sin 2 x + sinh 2 y = 0 5 


可知必须 


sinhy sin 方= 0，即 y = 0 及 


0， ±/ r 5 ± 


cos 之 sm y — 一 z 


所以在 2 


土 I ， ± T 充， ••• 处有一阶零点，而无其他零点. 



嘩 
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例 2 . ctg 2 与 esc 2 在 0 = 0， ±7 t 3 ± 2 w • • 处有一阶极点， tgz 与 sec Z 在 ar = ± —, 

2 

土 TT ，• _ • 处有一阶极点，而无其他 极点. 

At 

习题 1 •求 


sin z + sin cos 之 土 cos a 

的极点. 

习题 2 . cos y 有一个二重极点及无穷个单极点. 

习题 3. 如果 / O )， g { z ) 都是 D 内的解析函数，而 / W ^ W 空0，则 K «) = 0或 

〆 《)目 0. 


S 10. 孤立奇点 

假定 fO ) 在一点《的邻域内解析，但2 «除外，这样的点称为/00的孤立奇点. 

假定 / O ) 是单值的，则由§7有 Laurent 展 开式： 

CO cO 

/W = 2] a ni z 一 + 2] 以 z — “） 一％ 0 < \z — a \ < R . 

»—o «=1 


有三种可 能性： 

0) 所 有的心 都等于0,如果我们定义/0) «知，则/00在 a 
( ii ) 如果只有有限项 心 不等于0,令^ ^ 0, b^ t 


=3 • . . 


b 


n 


(z - a )^ fM 在该点邻域内解析，即“是 fOO 的一个⑺重极点.而 


a 处解析. 

= * • • = 0，贝 lj 


2 b ni z — 心、 

n= 1 

称为 / O ) 在此极点 z « a 的主要部分，显然有 

lim /( sf ) =00， lim (jsr — a ) m j (^ z ) = b m . 

z —a 龙 -^fl 

( iii ) 有无穷个 h # 0，这样的 a 点称为 / GO 的字寧寧枣，而 


2 以 z 一心-锤 

w= 1 

称为/0)在本质奇点 a 的主要部分.关于本质奇点有以下的著名定理 • 

定理 1 (Weierstrass). 设 《 为 f (») 的本质奇点，给与任二正数 P ， S 及任 一 复数 C ， 
在圆 U - a | < p 中有一=使 

i/W-C|<6. 

换言之，给了任一复数 C ， 我们可以找到一 个贯： •••，％，•••以 a 为极限，而 








# 


定理中并不排斥 C « 00的情况，但结论改变为：在圆> 一 《1< P 有3使 


I / O ) 丨 >+• 
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t 


证 .1) 我们先证明 C-oo 的情况，如果结论不正确，则有^>0,及一正数 
使得在— fl | < jO 时 

1/0)1 <M. 

以 a 为心在— a \ < p 内作一^圆 C '. 

|^«| =* r~ \ , ^ a') n ~ 1 f(w)dw ^ MR' n m 

2 itt Jc 


这儿为 C ' 的半径， f 可以取为任意小的正数，因此对任一正整数〃，常有\ = 

这是与假定相违背的. 

2 )考虑任一 c ， 如果在任一圆 U = P 内， Ks ) — C 有零点，那就不必证明 
了， 不然取 p 使 / O ) — C 在 \z — a \ <. P 中无零点，则在 \z — a \ < p 内除 z ^ a 
外，函数 


小 （ Z ) = 


/W - C 


是解析的，因此 Z ^ a 也是 <1>00 的本质 奇点. 因为3如果在 Z = a y 解析或为极 

点，则 


/00 = 


伞 o ) 


+ C 


最多可能有极点，而 Z ^ a 不能是 / O ) 的本质奇点. 
由 1) 可知在 \ z - a \ Cp 中有=使 


\ 4 > M \ >+， 


即 


I/W — c \ < 8 . 

Weierstrass 定理明确地刻划出极点与本质奇点的差异.由此定理引出了一系列的研 
究工作，我们将在本册第十三、十四章中谈及. 

例 1. 函数 


\ 





cos 一 



都在 z = 0处有孤立本质奇点. 

例 2 _ CSC 丄在 Z =丄0 = ± 1，土2，…）处有极点，而0是丄的极限，因此0 

z nn nmc 

为非孤立奇点，我们有时也称之为本质奇点. 

例 3 .考虑如=/，如果《/ # o , 则 

— = log w 4- 2 nmi ， w = 0， 士 1， 土 2， 


即有无穷个 Z 使 C z = w 9 另一方面 

lim e x = 0. 
*-►+0 
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S 11. 无穷远点的解析性 


g (讼 )一 f 在 如苗0 处的性质，定义为 fM 在* - 00处的 性质. 

例如： 函数 



z 2 az -h ^ 


以无穷远点为其二重零点，而 

z 3 -h az -h i 

以无穷远点为其三重极点，又如 〆 以无穷远点为其本质奇点. 
定理 1 . 包括无穷远点在内处处解析的函数是一常数. 

TdE . Laurent 表达式 


a> oo 

/w = S y + 2 

n ~0 »= 1 


由于 Z = 0 处解折，所以 h = 0; 又由于在 JET 00 处解析，所以^ = OO > 0)* 

定理 2. 除极点以外无其他奇点的函数是有理函数，并且反之 亦真. 

首先，说明只有有限个极点，不然，这些极点一定有一个极限点，有限或无穷，对这样 
的极限点，函数旣不能解析，又不能是极点，与假定相违背. 

假定 


这，办 ， k 

是心）的 a ， /?，•••，《:重极点，则 

gij&) == /(5T)( 之 — <t) am ， *(Z 一 々 )* 

是一个处处解析的函数，但00可能除外，在00处可能有一极点，故 


<X 3 

goo = 2] 

« = o 



由 _p 在 《； =» o 只能有一极点，因此 gO ) 是一多项式，因而 fO ) 是二多项式之 


_商，即有理函数. 

逆定理部分是显然不待证 明的. 

但可以说明得具体些，如果一个有理函数表成为 


K 幻 


PM 


这儿 PO ) 与£>00是无公因子的二多项式，在有限平面上 K ») 的零点个数等于 POO 的 
次数” （/ 重零点作为〗个零点计算)， /00 的极点数等于 QM 的次数 w ; oo 点是 fM 
的 /J 一 m 重极点（如果> «0，或是 m — n 重的零点（如果 《* > ”)• 

对复平面上每一点《可定义一个整数 Ka ) 




， n ， 如果 K «) 以“为》重零点， 

1(a) -= ^ 0 ，如果 fix') ¥- 0, oo, 

一》， 如果 /(«) 以“为 《 重极点. 

则有理函数有次之性质 

11( a ) « 0, 

这和号中“过所有的复数，包括00在内. 

定理3 ( Liouvillc ). 一函数在平面的有限部分处处解析，而且一致有界，则它是一常 

数. 

证.无穷远点只可能是一孤立奇点，但有界，所以函数在无穷远点也是解析的，应用 
定理1，立得证明. 

极易推广为 

定理 4. 如果在所有的有限点， / O ) 是解析的，而且 

fM = 0(\z\^) 9 lz{ -> 00 , 

则 / oo 是一个多项式，其次数< t 


§12. Cauchy 不等式 


定理 L 令 

«> 

/W = 2 〈及， 

» = 0 

及 M(r) 表 1/0)1 在圆周= Kr <及）上的最大值，则 

证.由 


可以推出 


定理2 ■令 是在圆周1 z I = r ( r <及）上的最大值，则 

\a n \r n ^ max ( 4 ^ 4 (r)^ 0 ) — 2 /?/( 0 )，= 0 ， 1 ， 2 ， • • •• 

证•令 2 = re ie ， 及 

•0 

fOO 讓 2 a ^ n = «(，•， 0) + “(r ，&)， 

则 


\a n \r n (r)^ w *= 0 , 1， 2 


a 


n 


/W 


2 m hx\^r 


dz 


< 


M(r) 


r 


«Q 

«(r ， 0 ) = (o 5 rt cos /20 — sinnd^)r n m 

n~0 


这幂级数是一致收敛的，乘以 cosw 0 与 sinf ;0 而求积分得 



n 


「心 


«( r ，0) cosnQdd ■= c ^ r ”， 
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及 


故 


即得: 


因此得 


— I «(r ? 0) sin nddd 


A 


> 0, 


(r ， d)dd 5=3 c^ 9 


， =(% + 机 ) r ” = 丄 u (r, d)e~ in6 dd, n 7> 0 m 

jt Jo 


\ a n \ r n < 


|“0, 6 ) I dd m 


U«l 


n 


2o5q 


0 


[|«( r , 0 )[ + “（ r ， 0)]成 


若 《 < 0,则 《 + | tt | « 0,故 ZO) < 0 时，上式右边为 0 .若 A ( r )> 0 , 则右边 


< 


2A(^r^)dd = 4J(r). 


即得定理. 

对于 RM 的下界及 //O) 的上、下界的情形有相仿的定理. 

定理 3. 在有限平面上， /O) 无处不解析，而 A(r) 有界，则 /O ) 是常数 3 如果 
A(r) < Ar^, 则 / O) 是一不超过々次的多项式. 

证.由定理2推得对任一1， U„|r " 有界 （r — 00)，因此 /0) 是一常数 ，其次 
由 \ a n \ r n = 0(|^|*)可以推得当>»>々时 \ a n \ =* 0,即得 所求. 

定理 4 . 在有限平面上调和的函数，而且有界，则是一常数. 

S 13.解析拓展 

我们现在全局性地来考虑解析函数，假定 /O) 在 a 附近解析,则可以展开为 * 一 ^ 
的幂级数. 


/0) ==» 2 a ^ z :。)”. ⑴ 

* = 0 

假定这个幂级数收敛半径为 P， 其意义是 q 与 K«) 的奇点的最近 距离. 理由是 ： （ i ) 显 
然在 k —d 中 fO) 是解析的 .GO 如果在边界上没有奇点，则 
有 S > 0 存在，在圆卜一 ％| </£> + e 上， /Of) 是解析的 ，由 Cauchy-Taylor 展式可知 

(1) 在 U — < P + e 中收敛，这与收敛半径的定义相违背. 

一 般地说，假定 Kz) 在有界曲线 r 上每一点都是解 析的. 这曲 线由％ 到*每一点都 
有一个收敛半径，这些圆覆盖了整个曲线 r ，由 Heine-Borcl 定理，其中有有限个圆覆盖了 
整条曲线 r， 假定他们的圆心依次是 

^05 ^23 • • •，芯》口 芯 J 

所对应的圆是 


Cft ， Ci ， c^ ， *’• ， c，. 


我们现在证明，如果在任一 G 内知道了 /CO 的幂级数展开式，则我们可用以下的方 
法求出在 q 内的幂级数展开式.实质上，由于这些圆内的点组成连通开集，故只需考虑 
CV 与为相邻且有公共部分的情形即可. 

r V 


两圆交点的距离令之为 25 ,两圆心的距离令之为 77 ,把 1 ?分为 


每份长度小于 j， 从圆心々到圆心;^ +1 的直线上列上这些分点 


* 


// 


怎 i ， 


M ) 


A +1 


在有一幂级数展开式 


2 


S 


1 份. 


/W = 2 a W z — 4))”， (2) 

» = 0 

它的收敛半径因此可以从 （ 2 ) 式计算出/ ( *)( 4 + 1 ) )，因而得出在卸 +1> 的幂级数展 
开，这展式的收敛半径 > 5 ,因而包有等等.这样的计算方法，可以由〜到^ +1 ，也 
可以从 A 到 L 这样的手续称为解析拓展. 





例如，级数 

1 + z + z 2 -h * * * , \z\ <C \ 

可以沿 \ z - l \ = 1 的上半圆弧解析拓展到^ = 2 ,而得到 3 — 2 的幂级数.具体办 

3, f* 

法：在 H < 1 内取22 *= 1 + e ~ 算出 Z — Zi 的幂级数，且在 lz ~ z 2 \ < 1 内收敛. 

再在此圆内取 z 3 = I 算出; 8 ： — Z 3 的幂级数.再取 ^4 1 + e 了，而得 s ** 2 的 

幂级数. 

因此得: b 二级数 

1+2 + 艺 2 + *••， | z J < 1 ， 

—1 + ( 怎 — 2) — 一 2) 2 + (^z — 2) 3 — [ z — 2 | <C 1. 

并无一个公共的=的可以使两者都收敛，但他们可以用解析拓展法由其一得另一.实质 
上，他们在某一特定范围内都代表了函数 


只需把它在 z 这 1 处展为幂级数即知. 

更一般地，我们有 

定理 •设 A， d 2 为有公共部分 d 的两域， A 00 及分别在 A， d 2 上单值解析， 
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ji 在 D 上相等 .， 则存在唯一的在 A + ZV 上的单值解析函数 FO )， 在 A 等于 /,(>); 在 
込等于/ 2 00. 

证明可由解析函数只有孤立零点的定理推得. ' 


§ 14 .多值函数 


用解析拓展法可能出现以下情况，由&到~循一条曲线得而循另一条曲线 
可 能得认 这样的函数称为多值函数.我们把多值^数分成为若千 
分支， 例如： 在平面上沿负实轴由0到①切开，在这样的区域中 VV 可以区別为两 


个分支 



V r 




<6 < 




如果不切开，则绕 


周，就由前一分支变为后一分支了，具体可以用幂级数算出•，沿单位 








圆各以 


包有1，但这样的幂级数在 




1， 






为中心逐步作幂级数，则 




为中心的_ 


已取另外一个分支的值了. 


同样， log 2 在如上法割开的区域有无穷多个分支 


log r + i(^d + 2« 龙 ) ，一 at <0 <jc ， n = 0, 士 1 ， ±2"* 3 

对应于一个 整数〜 有一个分支.我们还用 logs 表示未经切幵平面上的 函数. 当然，必 
须 注意： 这函数的意义是从何值出发，经过怎样的途径而得来的. 

如果《是任一实数，而非有理的，则定义 

Z a = (? a,og * 


也是一个有无穷分支的函数(在切开的平面上）. 

这样的奇点称为分支点（或歧点），确切的定义是，如果 循一充分小的 圆绕％ —周， 

/0)的数值变了，则 A 称为函数 / U ) 的歧点. 

例 1. 函数 0*(1 — 有两个 歧点： ；2 T == 0 与 2 = 1. 它有六个分支： 











m 


绕 z = 0 —转。上下互换，绕2二1 一转，同行轮涣. 
4 例 2. 函数 



在< 1中有一分支等于 



在2 = 0这函数是解析的，但其他各分支都以0为其极点. 

如果所考虑的区域是单连通的，并且在其中每一点函数是解析的，则循任何一线由 
々到 A 解析拓展出来的函数是唯一的.这点证明的大 意是： 任一路线可以连续演变为 
另一路线. 

以往定义解析函数是指定在某一区域中，现在我们可以整体地来定义解析函数了，就 


卷 
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是从一某一区域的解析函数出发作它的解析拓展，及拓展的拓展等等，这样，可能拓展到 
整个平面或除去若干点的全平面，也可能拓展成某一区域，而无法再拓展，后者称为存在 
区域，其边界称为函数的自然边界.在多值函数的情况下，则得出多个分支. 

因此，我们有极点、本质奇点、分支点，这些是孤立奇点，我们还可能有非孤立奇点. 
例如 

/(^) = 1 4- + s： 4 + • • • + z in + • • • 

以 I 刻=1为其自然边界. 

当 2—1 —0时， /(=) — 00,所以3 = 1是奇点 5 由 

/( 0 ) — + f(z 2 ) 

可知，如果《是 / O ) 的奇点，则 Ofj 也一定是 /<>) 的奇点，因此 


^ — 1 3 — 1, ± / ? ± \/ 土/，••• 

都是奇点，这些奇点在单位圆周上无处不稠密，因而此函数无法扩充到单位圆外去. 


有时我们还用以下的 

定义. 一个单值函数的解析拓展所用到一些圆的内点称为弯贝 jl 卓或函数在该点有 
则，任何一个有则点的极限点，如果本身非有则，则称为奇点. * * ^ 

“有则”比“解析”要求得稍多堅，例如函数 

丄 f 1 

丈("） _^ 3 当 1之1>0 ，I 艺 1 <方； 

^0,其他 各处. 


这函数在以前所讲过的定义下在 Z = 0解析，而且/乂 0) = 0,但考虑以0, 1 土 为 

顶点的三角形，这函数在这三角形的边上及其中无处不解析，但在^ =0处非有则.但. 
这样的区别并不重要，其理由是：仅有若千造作的函数才有此区別(如上举之例 )• 


§15 . 奇点的位置 


我们已经知道在幂级数 

/W = 2 a ^ n ⑴ 

7# — 0 

的收敛圆上一定有一个奇点，而这幂级数的收敛半径又等于 

R lim \ a n \ n 9 

，；->30 

因此函数 / GO 有一个奇点它的绝对值等于 R . 

圆上哪一点是奇点？这是一个不易解答的问题 • 具体些假定/? = 1，是否 z 】 

是 （1) 的奇点？在 z == +展开，得 


如果 






• 外 




1 


Hm|^| "> 


2 


则以★为中心的收敛圆包有 1 ，即 




1不是奇点.但如果 


lim | b n I 


1 


2 


则解析拓展无法超越 


，而单位圆周上除 


外任一点与+ _离都>+，故 


是一奇点.因此得出一个判别条件: 


lim 


(少 


X 


2 


2 


是 




1为 K 幻的奇点的必要且充分条件.这个条件运用起来十分不简单_ 


我们考虑 


F(uO 




1 


1 




当 Rw <； 
展开 成为: 


2 


时！故| < U — 浓1，因此 FO ) 在 〈丄 时有则，在|»| <丄内 

2 2 


ca 


oo 


aa 


po ) = 2 


w 




(1 —浓） 


m 十 1 




2 


(m + r )[ 


• • 








n\ 


! \n — m)l 


令 


a 


T 

Zj 


\(n — m)\ 


是 f ( z ) 的奇点的必要且充分条件是 F ( w ) 以 


2 


为奇点，而且在 


2 


上 F ( w ) 仅有奇点 


2 


而其他的点都是有则的，所以充要条件也是 


lim | b n 


1 


2 


_ 


用这条判别式来判断奇点也不简单. 

不难推得 
定理 1. 如果 /0 O 

fM = 2 

rt = 0 

的收敛半径是1，令 


K { e id ) = S 

m= 0 




^ - 是奇点的必要充分条件是 
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lim \ b n {e ie ) | = — . 

2 


定理 2. 如果 <2 rt > 0(» = 0, 1,2, • • •)， 并且单位圆是收敛圆，则 z 
证.如果 z == 1非奇点，则 

lim |〜（1)厂長>丄. 

rt40O 2 


由于 

因此 


|仏出)| < _)1， 

lim \ b n {^ ie ) I rt ^ lim \b n (l) | ” = r 〉士， 

«-+oo n - 2 


即圆上处处解析，这与假定相违背. 

定理2中的假定如果改为有充分大的 W， 当《 > W 时，常有〜 > 0, 

立. 

附记.幂级数的收敛与发散并不能说明函数的有则与奇点. 

例 1. 

» = 0 n I + z 

在 Z == 1有则，级数也收敛，在3 = — 1是一奇点，级数也发散. 

例 2. 

CO 

/w = S (― ^— 

«=0 1+2 

在点 Z = 1有则，而级数是发散的. 

例 3. 

/ w = ^7 = t 丄 log -—-— ^ 

x n Jo tv 1 — w 

在奇点 z = 1 级数收敛. 


1是奇点， 


定理照样成 
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第七章留数及其应用于定积分的计算 


§1 . 留 


数 


假定 z d 是 /(>) 的一孤立奇点，而且有展开式 


03 


00 


/(^) = a ^ z —々 + S 匕(茗一 


» = o 


n 


其中 A 有特殊重要性，称为函数 / O ) 在点 Z ^ a 处的留数，由 Laurent 公式知 


by 


? 


]{ z ) dz ^ 


7 tl 


这儿^是一个以 d 为中心的圆 ， 其中不包有 / W 的其他 奇点. 

* 

如果是一个单极点，则显然有 

by = lim (^z 一 a)fOO* 

Z — (t 

留数定埋. 在一简单闭围道 C 上及其内， / o ) 是一单值函数，除去有限个奇点 


0 


，〜外， fO ) 在 C 上及其内是解析的•命 fO ) 在 


* * * 




处的留数各为&， 


尺2, 心，则 


C 


= 2W(/?i + i?2 + 


* # * 


+心）. 


证.以〜，•••，、为圆心各作一小圆 ri ， r 2, 
和相交，则 / O ) 在 c 内及这些小圆外是解析的，因此 




，它们含在 c 内且互不重迭 


c 


f(js)dz 




jMdz 


j(^z)dz = 2jrj(i? t + l? 2 + 


• * • 


+ RJ . 


r 


rn 


§2. 有理函数沿圆周的积分 


算出 

卜丄丨企！也 

2ni pOO 

这儿尸和0都是 z 的多项式，且尸00和 20) 无公因子，在 I 刻 ㈣ r 上无0 点. 

QM ^ II (^ — a i ) m 、 

i ^ 1 

用分项分数法把-^写成为 

QM 
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如果& 


在圆内，“ +1 ， 


，辽 n 


在圆外，则 


m 




例 1. 


dz 


1 宂 i 


x\ 


z + + 2) 

2 


lim - * 

1之十2 

t - T 


2 

3 


又形如 


0 


R(cos6, sin 6)dd 


的积分，其中 R ( x> y ) 是有理函数，可以通过变換# = z 




cos 6 


2 


z 


十艺 -1 )， sin 0 




T 0 — 〆 ）， 


变为 


— R ( —(名 + 厂 ! ）， — ~ f 9 ) 办， 

|-=1 z \ 2 2t 


而化为以上的形式. 


例2_当0 </? < 1时，积分 


2k 


dd 


dz 


2p cos 6 -h p 2 






«! 


t(l 一 pz)(^z 一 p) 


Z ^ p 是单位圆内唯一的单极点，因此 


Z — p 


: 今 P /(I —— pz 乂 Z — p) /(I —— f 2 ) 


因而得出 


2jt 


dd 


2 沈 




。1 一 2p cos 6 -\r 2 p l 1 — p 2 


例 3. 当 0 < p < 1 时 


cos 2 30 


0 




2/7 cos 0 + p 2 
2 


dd 




f A (丄 

Jlsl^i iz V 2 


z 


3 


2 


z 


■3 


(1 — /7J3r)( 1 — pz -1 ) 


2^ Si ?. 


这儿 2 i ? 表单位圆内函数 


0 6 + 1) 


2 


4/(1 一 pz)(^z 一 p) 

极点 z = 后者是单极点，易知其留数等于 


各奇点的留数之和.在其中有两个 


(夕 + I ) 2 
4p 6 (l —〆 ） 


z 


0处，把该函 


数展为 


4尸卞 2 


( 1 + pz + p 2 z^ + -••)(1 + 




2 




P 


5 


由此知留数为 


— 4 p 


(p— 5 + p~ l + p" 1 + 尸 + 穸 3 + p 5 ). 


故积分等于 


i f' ) 

\J^ * 






(〆 + l ) 2 _ : 

Ap 6 (l — p 2 ) 4 少 （1 一 〆 ） 


.6 


it 


— 〆 


§3. 由 一》 到十 oo 的某种积分 


现在计算积分 




QMdx u 


假定 QM 适合以下的条件. •（0 在上半平面与 x 轴上，除去有限个极点外， QM 解析， 



并且是单值的； （ ii ) 在 r 轴上无 极点； （ iii ) 当 2 — 00时，在 
0< argr <* 内， WO ) —致趋于0;再假定 （ iv ) 


00 


0 


0 


Qix)dx y \ Qix)dx 


收敛 


參 


命 C 代表一围道由一 P 沿 x 轴到 P ， 再沿以0为中心，/>为 


半径的上半平面上的圆弧 r 由 P 到 一 P ， 当 P 足够大 


c 


QQ^)dz = Inti S 及， 


这儿 Si ? 过函数 90) 在上半平面的奇点的留数之和，因此 


9 


Q Qz") d z 一 2 如 S 及 


p 


Qiz)dz 


由假定（仏）可取^使 U I = ^时 


I 之 PW 丨 < s ， 


如此则 


Q(^z)dz 


r 




& 


9 Jr 


u 


Z 


Sn 


m 


故得 


lira \ Qi^dz = 2ni S 

p -*oo J —p 


由 （ w ) 可知 


oo 


Q(,x)dx =» liti S R m 


注意如果 （ iv ) 不适合，而把积分理解为 Hm T ? 也得 上式. 

P-*oa J — 沪 


例 1. 求证 


由上公式 


oo 


dx 


X 


2 2 


OO 


2 


dx 


oo 


dx 


0 1 + X 2 


1 + ：r 


27tiR 




这个是 


x 


2 


在 JC / 处的留数，即 
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lim 


即得所求. 


例 2. ( z 2 + I )* 3 在上半平面有一极点 z 


09 


dx 


，该处留数是 一 : 故 

16 


3 


一 °° (1 


2 


y 8 


' 擊 


例3.如 a >0, 6>0，则 


00 


x A dx 


习题 1. 求 


dx 


OO 


dx 


bx 2 Y \6ahi^ 


OQ 


dX 


0 X 4 -\r 


o x 4 + 


,6 


之值. 


习题 2. 求证 1 


习题 3, 求证 


o 1 


+oo 


dt 


1 * 3 • 5 * *-(2n _ 1 ) 


(1 + t 2 ) 


并求 


ti+i 


dt 


4 … • 2 w 


dt 


[o — a ) 2 十 fV 


+1 


(At 2 + 2Bt + 十 1 


之值. 


习题 4 •若 0< Rea < 1，则 


dx 


1 


sm ait 


若 0 < Re 0 < 1 ， 0 < Re 6 < 1 ，则 


e ax — e b 


1 


dx 


X 


(cth dit 一 cth bit ). 


§4. 某些包有正弦余弦的积分 


如果 QM 仍然适合上节的条件（0, 00, ( iii ), 则对 m 〉0,函数仍然 
适合这些条件，故 

(QC 一 X^)e~ inx ^)dx = Ini X) ^ . (1) 

Jo 〜 

这儿 S 〆 是函数 QOO 一: 在上半平面留数之和，但在此情况下，我们可以减弱条件 
( iii ), 即这条件可以换为 

( iii ) 在0 上，当 — 00时，一致趋于0,由上节的证明可见， 

所需证明的是 

lim ( e ims Qiz)dz = 0. (2) 

p—: 。Jr 

此处 y 是上半平面的圆周 Z 取 P 充分大使 < S ， 如此则 

j e^Q^z^dz «= j* ^ »m<pc OS e+i P *i n q)q 

< f" 1 BPe^ m ^ e dQ = 2e P^ 7nf>xin$ dd m 
)o Jo 
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当0<0<上定吋，有 sin 0 ,因此 

2 你 


e imt Q { z)dz 


1 




<2si o ⑻ w 


€ 


0 e * 


.2— 髯]昱< 
2 


m 


奉 


即得 （2) 式，因此得出 （1) 式. 

特别当200是偶函数吋，即 PO ) = P (— r ) 时， 


00 


0 


POO cosmxdx = 7 tt S R ’ ， 


(3) 


而当 QM 是奇函数吋 


CO 


0 


sin mxdx 


jr 


XR \ 


(4) 


例 1 .当 0 > 0 吋 


COS J ： , 宂 

- - : ax = —— e 

o x 2 + a 2 2a 


函数 QW ， 

例 2. 


e 


在 3 b 处的留数等于 ^―， 故由 （3) 得证. 

2 ta 


z 2 + a 2 


sm x j 

- ax = — 

o x 2 


* 


函数 


QMe iz 


e 




z 


在上半平面无奇点，由公式 （4) 似乎应当得0,但须注意在 * 轴上有奇点，故以上的结 

果木能乱用，作围道，由一 P 到 一 s ， 在上半平面沿小圆 

，再由 e 到~沿大圆 \ z \ « P 由 P 
0,求出结果，因此异于以上的一点是 



€ 


tte 


iB 


ee 


id 


ec ie dd 


!JCI 


* 


cos 2 ax — coslbx 


o 


X 


2 


dx = 7t、b 一 


这仍然有 2 = 0 为其奇点 
例 4. 当/^>0,则 


Q 


( 


€ 


e 


dt 


log A 


由 


0 


( 


€ 


€ 


dt 


lim 

<y^o 

p —00 

lim 

5 — 0 


c 


p 




-dt 一 

d t Js 


€ 


dt 


€ 


pi 


e 


^ dt 一 1 - du 

S t JSz U 
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由于 e 叫 t 在以3, 心， P 为顶点的四边形中是解析的，因此 



由于/^ > 0，所以 



dt 


# 


lim 





0. 


而 


Sz 


€ 


S, 


lim 

占 ― o J 占 t 


dt 


log z 4- lim \ log te^ f dt 


a ： 


log z + lim \ (/ log t 一 \^)€~ l dt 

0 J8 


log ar * 


习题 L 求 


sm 


o 


dx ) 


sin x 


dx 之值 


习题 1 求证若 ^ >0 


C-hiOQ ^ z 


27ti 


f'oo 


Z 


dz 


习题 3. 求证 


jr 


x sin xdx 


o l -h a 2 —— la cos 


log a (a > 1) 

0 (0 < a < 1). 

log (1+ a ) (0< a < l )， 


log 


+ 


u > o . 


习题 4. 
习题 5. 


I 满足方程 /W = j o fMcosxtdx, 
证明若 0< fl < l ，0< C <1 5 贝 lj 

1 广 。0 dt = 1 

2 iti a % sin itt ? r ( 1 + a) 


求证 /GO = scch 


CO 


§5 . 积分丨 x a ^Q(x)dx 

^ 0 


假定 0 O ) 在实轴上解析，而且当 .r — 0及 ： t — 00时， / pOO —0. 
作围道积分 


C 


(^zy~ l QQz)dz, 


这儿围道如 右图： 先沿 < 轴由 e 到~再由 P 绕原点沿圆一圈 
到 p ， 再由 p 到 s ， 再绕原点沿圆一周到 t 

现在必须注意由 e 到 P 与由 P 到 e 的积分不会消去，其原 
因是（一#- 1 不是单值函数，这函数的意义是 

exp [(a — 1) log (― 

把复平面沿0到+ 00的正实轴剪开，取定如下 分支： 

log ( 一- = log I z I + i arg ( — z ) ， 一 ft ^ arg ( 一 ^ 

在这样意义下，在 C 中是单值的，假定 poo 在 C 中有有限个奇点，如此则 



a 


_ 
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c 


-^ l QMdz - 

此处 S 尺表示 （一 在 C 中的所有留数之和 • 

在小圆上 = se ie ， 积分变为 

一 L C ~ M idd 0 ,当 e — 

在大圆上，一 z = Pe td ^ 积分 


0； 


—j 〜 ( — ^yQMide — 0 ，当 P 


00 




在从 e 到 P 的线上 —2 = ^1/ ，而在从 P 至 S 的线上 —z = 艮 


文 a —1 亡干 


y 


因此得出 


Jim j: W“.pO) — x a - l e (a ^ i QM]d 

e 


x = 2iti S R. 


即 


"x^Q{x)dx 


irr 




0 


sm (%7t 




例 1 • 当 0 < a< i 时， 


CO 广 1 


dx 


n 


0 


X 


sm ajt 


其理由是在 z = _1 ， 


(—^) a " 


z 


有一单极点，其留数等于 I 
例 2• 当 0 < a < 1 时 


CO 产 1 


0 


X 


dx — 7t ctg arc 9 


这不能冒昧用以上的公式，原因是在积分道上有一奇点 
径为 r 的圆弧易得上式 . 


z 




1 ，在 


Z 




例 3 • 如 0 < 2 < 1 及 一 # < a < ，则 




x di 


rc€ 


iCjt—1)(* 


Jo 


€ 


la 




sin itz 


例 4 • 如 _1 < z < 3 ，则 


OO z 

X X 


o (i + x ^ y dx 


i ■ - 怎） 


4 cos 


2 


7tZ 


例 5 ，如 一 1 < p < i 及 — a < Jl < 〜则 


00 


0 


X 


P 


2x cos X + x 2 


dx 


订 sin ph 
sin p7t sin 又 
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(- 怎广 1 各 


1 处作一半 



§6. r 函数 


定义.函数 


rW 




c-t 


e^dt 


称为 r 函数，当 Rz > o 时，这是一个解析 函数. 

分部积分，则当 Rz >\ 

r ( j 3 r ) =[― 〆 一 1 厂 + (z — 1) 


r™2 


dt ， 


故有 


r(jar) = C z 一 0^(^ — 1). 

易见 r ( i ) = (° Vw = i ， 所以对任一自然数 a 常有 

Jo 


r («) = C n — i ) ! 


Rz > 0, Ruj > Q 吋 5 


rOOrO) = s w ^ x e^ s ds 

Jo Jo 


P 1 


x dv 1 广 “ 十 〜^ 


t W V W dv 

Jo 

，r 广 w r fjrliri- 

Jo Ja (1 + v y^ 


* 十玢 




）L (1 ； ； -p^^ 


命 


w) 


rOQrO ) 

r(jsr + w ) 


(称为 J 5 加函数），则得 


的， )= t (1 二尸心 (^>0, ^>0). 


命 p = tg 2 0 ，则 


B(z ，«/) == 2 f 2 sin 2 ^~ 1 6 cos 2 s ^ l ddd — k K ~ l (l — V) w -'dl. 


在 （3) 式中特别取 w 


则得 

rwr(i — z) 




dv ， 


由上节例 1 可知 


r(2r)r(i — 名） 


sin (1 — z^7t 


sm zut 


特别取 = 得 r 再由 r ( y ) > °> 所以 


(1) 

⑴ 


(3) 

(4) 


* 积分号的互换由于一致收敛性 . 
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也就是 

换变数得 


由定义 （1) 可知 





(p> 0, a > 0). 


如果我们能进行“代换 r 则得 

(°° {ity- l e~ ati idt = - 厂⑺ ， 
Jo a 9 

乘以 


( — i) p = 


再分虚实部分可得 



cos 

sin 


atdi 


_ r(p) cos i 

1 ■■■ ■ -■ -- 


sln 2 


Pit 


* 


(6) 


⑺ 


这样的换变数法需要证明，我们考虑积分 

\ z p ~ l e~ az dz 0 > 0，0 < P < 1), 

这儿 C 先沿实轴由8到 P ，再沿 U | =P 经90°到 y 轴，沿 y 轴由 / P 到 化，再 沿小圆 
UI =£ 由 化 到 ^这积 分等于0, 不难证明 ，沿 U | 的积分当 P -> oo 时趋于0, 

沿的 积分当 e -*0 时趋于0, 因 此可以 这样换变数. 

在 G ) 式中，特别取 P =丄，则0 = 1) 

2 


QO 


0 


cos 


x 2 dx 


oo 

=丨 sm 


x 2 dx 



2 \ 2 




这是光学上出现的 Fresnel 积分. 

习题 1. 求证若— 1，则 


cos a 6 cos bddd 


•厂 （a + 1) 


o 


2 卜 1 r 


b 


b 




2 


2 2 


习题 2_ 求证若0>0， 一 则 

2 2 


00 


cosaX C p S ( r “ s j； n a 允）心 


cos )j 


/ 


e . . K ^ r^smaA jar = . 一 F (— V 

o sin / *sin a \ a / 


习题 3. 若 0 不是偶数，则当 /沿实 数趋于 oo , 则 




00 


0 



+ 1) si a 


7ta 


cos xt 


2 


/£ <十1 
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§7, Cauchy 主值 


我们所定义的积分 


oo 


/ CO dt 


的一般意义是指极限 


lim \ / (?) dt 

^Pi 


存在，如果这样的极限并不存在，但 


lim 


p 


I 0 ) dt 


存在，则这积分称为有 Cauchy 主值，有吋为了清楚起见，写成为 


OO 


r jQOdt. 

J —oo 

当积分限为有界时，如果积分道路上有一点 h /( r ) 在 I 没有定义，一般我们的积分是指 


b 






a 


lim 



e i 


a 


f + e t 


但如果这样的极限不存在，而 


lim 

£-> 04 - 



§一 s 


a 


b 


5 +e 


存在，这样的积分也称为在 I 取 


Cauchy 主值的积分，也用 

r \ b fO)dt 


a 


表之. 


例1.如 C > 0，则 


% 


T 


dz 


C-xoo 


^ a > l ； 

, 0 < a < 


如 a > l ， 即 log ^ > 0,作围道由 C — 到 C + iO , 再沿以此为直径的左半圆由 
(：+ 1>到^： 一以，当 P 充分大时，它含有极点其留数 =1. 不难证明，圆上 
的积分随半径增大而趋于 0. 

如“<1，则向右作半圆，其中无奇点，因而积分等于 o . r 


例 2. 可以直接验证 


2 ni 


r 


dl 


V 




G W 


_ 


例 3, 若 KO 在 kl 


上满足 Lipschitz 条件，贝 !] 




KQdC 


存在 


例 4_ 若 /( C ) 在 


上满足 Lipschitz 条件，则 Cauchy 型积分 
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FW 




KQK 

liti J ^ 一 z 


从 UI <1 中趋于上一点#时，等于 

iOVL 


r 


2ni Jf?l-i 1 ； — e ie 2 


冬 /(d 


从 kl > l 中趋于 IU =1 上一点 〆 0 时，等于 



l ； l«=i ^ 


㉟ -含/(，)• 


SB . 与动量问题有关的积分 


问题.如果/0)是连续函数，是否可以从 


oo 


Q 


x n j{x)dx = 0 5 « = 0 5 1 ， 




获得/00 = o . 

回答是否定的;例子是 


/GO 




L . 

c~ x * sm x 


换变数 r 


，则得积分 


00 


4 \ t An ^e^ % sin 
0 


考虑积分 


一 + V 1 一 〜方， 


JC 


其围道沿实轴由0到/?，再沿 UI =尺由12到⑺再沿虚轴回到原点，在圆周上 


I 


€ 


I)；, | _ ― 一 K coi 0—R fim 沒 JZ 




e 


< 厂' 


故 


z An ^e u ~ l)x dz 


< 丄 十 -> 0. 
2 


从而 


00 


0 


x ^n^ € U^\)x dx 




CO 


0 


(iyy n ^e a ^ l)iy idy 


0. 


在后一积分换变数得 


cx> 


0 


x^ n ^e'~ x (^e ix 一 e~ tx ^)dx = 0 


♦ 


即得所求. 


§9. 极点与零点 的个数 


定理 1. 命 c 表一围道，除去 c 内有限个极点外，/00在 c 上及 c 内解析，则 


fW 

m 


dz = N — ?• 
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这儿 N 是 C 内 / GO 的零点个数 （ m 重零点作 m 个零点计算）， P 是 C 内 / GO 的极点数 （nt 


重的极点作〃个极点计算). 

假定 z = a 是一个 m 重零点，则 

/W = O — ， g ( a ) ^ 0 . 


因此 


fOO = m + g’00 ， 

/O) z — a g{z) 

即 fM / fM 有一单极点，其留数是你，故的零点数恰好是 fM / fM 在这些点 
的留数之和 iv . 

同法证明/00的极点数恰好是一 在这些点的留数之和 P ， 因此得定理. 

/W 

同法可证 

定理 2. 如果杏 o ) 在 C 上及 C 内是解析的，而且 / O ) 在 c 中 有零点^ 

0重的零点写/次）•，有极点 be …， b n (/ 重的极点写/次），则 



llti 



fM 

iOd 


dz — 


m n 

2 〆 2 洽(匕) • 

M=1 


定理 3. 如果 / O ) 在 C 中是解析的，则 

jl( rw 

2ni 3 ^ /(^) 


dz = N • 


由于 


— log / W 

dz 


厂⑼ 

/w 


这结果可以改述为 

( f H dz = A f log {/W}. 

这儿厶表示函数 log fM 沿围道 C 的变化.开始吋对数的值可以任意取，取定后，当 X 


绕围道 c 一周时，变化就是 △ ，.又 

log /0?) =» log |/( af ) I 4- i arg [/ OO ] ， 

这儿 log l / WI 是单值的，不变的，因此 





0 arg/w . 


定理 4 ( Rouch 6). 如果 / o ) 与 gM 都在围道 c 上及 C 内解析，而且沿 C 有 

UOO I < I/W 1 5 

则/00与 fOO + gM 在 C 内有相同的零点数. 

证.显而易见在 C 上/00与/(幻+ gM 都不等于0,令 n 及 AT ' 各为 / oo 与 

fM + iM 在 C 内的零点数，则 


lirtN = A c arg 

2^ tN f arg (/ + g ) = △<： arg / + arg 




* 


命 
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q>M 




gM 


待证 


/O) + gOO 


/( 幻 


1 十 (pOi) 


的零点与极点个数相等.即待证 




f 


dz = 0. 


c 


<p 


由于 ld < i ， 把上式展开成<?的幂级数，逐项积分，即得所证. 


10. 代数方程的根 


定理 H 代数基本定理).任一 〃次的多项 式有” 个根. 
证-令 

fOO = + ap + — a n z ’， a n \ Q ， 


取 


g ( 方 ) = —— (^o + a \^ + 


• » * 


+ h - O , 


取一个以原点为中心 ，/? 为半径的圆，当 R 充分大时 

gOO 


/ U ) 


< 




故由 Rouch 6 定理推得, 


此定理也可由 Liouvillc 定理推出.如果 f ( s 0 无根，贝 1 J 


/W 


解析，但当 


/W 


，故它是一常数 * 因此=0至少有一根，因而推出有”个根. 


上节的结果可以兩来研究方程式的复根. 
例.方程式 


怎 4 + 怎 3 + 4 之 2 + 2 之 + 3 ^ 0 


的根分布在哪几个象限内？ 

首先证明这方程式无实根：由逐步凑方法 


,4 + 


Ax 2 + 2r + 3 = (r + 


4 


4 


29 


31 


4 } 


2 


2:2 + ^^ + 丨3 一 


16 


4 


4 


x 


4 • 29 


3 


31 2 


4 4 8 • 4 2 • 29 


> 


可证. 

又此式无纯虚根，此乃显然，因为 

y 4 一 xy 3 一 4 y 2 + 2 iy + 3=0 

无根. 

围绕 I 艺1 =尺(尺充分大)过第一象限求 

A arg (z 4 + 之 3 + 4 之 2 + 2s: + 3). 

沿实轴变化为 0, 在圆弧0 = 1?/上 
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A arg (z A 4- ..•) = △ arg (/? V 4, ' e ) + △ arg [ 1 + 0( i ? -1 )] = 2 tc 4 - 

及沿 y 轴 

arg ( s 4 + • • •) = arctg 一少弋 2y ， 

y 4 一 4 y +3 

当 y = x /1" 时，分子为 o , 当 y = 及 y = 1 时分母为 0; 当 y 从00到0时有理函 
数（一 y 3 + 2 y )/(/ — 4/ + 3) 的变化 如下： 

y = 00 ? \/ 3 , \/ 2,1,0. 

(― y 3 + 2 y )/(/ — 4/ + 3) = 0, 一 ， 00，+，0, 一 ， 00，+ ， 0， 

则沿 y 轴 

A arg (怎 4 + • • .) = — 2 jt # 

故第一象限上 arg ( V » + •••) 的变化等于 0. 

即在第一象限内该方程式无根，由于共轭性在第四象限内也无根.而在第二，第三两 
象限内各有二根. 

习题.求在各象哏内，方程式 

a: 6 + 6sr + 10 = 0 

的根数. 


S 11. 级数求和 


有时可用围道积分来求级数 

ZfM 

之和. 

假定 C 是一围道，包有点1, •••，《，而且 / O ) 在 C 上及 C 内解析.但可能 
有有限个单极点 A ， …， （ 与 w + 1， “ • ，》不同），其留数各为 n ， •… ，，- 
考虑 

j ft • 代 Z) • Ctg Ttzdz , 

函数 3 T ctg 3 T 2 在 C 内有单极点 r = w + 1， …， 》，而且留数都是 1 ，故函数 */( af ) Ctg 
在这些点的留数各等于 /( m ) 3 •••，/(«)，因此 

j jt * /Car} • ctg itzdz = 2jt/{/(f«) + /(m 4 - 1) + • • • 

+ /(«) + ctg Tta x + .. • + rh Tt ctg ira^}. 

例如： / O ) 是有理函数，整数非其极点，而且当怎 — 00 时， /(^- OCUI - 1 ). 取 
C 为顶点在 D (土 1±/)的正方形.不难证明当 《— co 时沿围道 (: 的积分趋于0, 
即得 

lim /(m) ** — ctg rca { + * . • 十才.灸 ctg 


取 
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/w 




它在 


故 Ctg 


O + :) 2 

= — a 有 一 二重极点，由 Taylor 展式， 

ctg nz = ctg ( — jr //) + 7t(^z + ^){— esc 2 (—^ ra )} 

+ a ) 2 在 z — — a 处的留数等于 一 ft esc 2 郝， 因此 


2 


(a + n ) 2 


esc Tta . 


12. 常系数线性微分方程 


令 


泛 0 + + CljZ 2 + 


* * * 


+ a n z n ^ P(sO 


表一《次多项式.考虑积分 


(0 


c 


pGV 


dz 


♦ 


这儿£是实变数，/00是一次数不高于”的多项式， C 是一有界围道不经过 POO 的零 

点. 


在积分号下求微分得: 


d l u 

~ d 7 




"/(^ r ) z l 


dz 


« 


因此由 Cauchy 定理 


/ =i 0 dt 


卜 t 


]{ z)dz = 0. 


即〃是线性微分方程 


n 


s 


u i 


d l u 

77 


⑴ 


的解答. 

由于 /00 是任意的 《 — 
线性方程 （1) 的最一般的解. 


次多项式，其中有《个系数，因此可以盼望这个方法给出 


取 C 包有 POO 所有的零点，我们可以用求留数法得出解答来，例如 POO 的根各不相 


等，它们是 ： a 


，〜则 


700 


H 


n 


PM 


dz =* 2 fti 2] li m ~ ^ 2 ^ ■二 


PW 




可以取 /00 使是已给的任意常数 q ， 因此得 

P ； 


n 




如果 


〜是 POO 的 f 重根，则对应的积分函数有一 r 重的极点.此点的留数可 


以由 
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〆:/( 方 ） = ^ tclv * Ktr 一 ％ )/00 


=c v * e 

的 s 的幂级数中 o — 〜)… 1 的系数来决定，即 




1-/ 


奉 


这儿 



/W 

因此推得 


是解. 

e % 


00 


2 — ° o ’* 


0 


te ta -， 


/ r_ V 


ta 


习题.用此法考虑常系数的一阶线性微分方程组. 


13. Biirmann, Lagrange 公式 


本节的目的在于按一给定的函数的幂展成的级数来表达他一函数.为了简单起见， 
有些收敛性问题，我们将不加证明. 

令 

w = qoCsf) ( 1 ) 

表一单叶变换，把=平面上一围道^及其中之点 一一 对应地变为 w 平面上的一个围道^ 
及其中之点.假定 < pW 及在 Y 上及 r 内解析，假定 a 是 r 的内点，而 b = cp ( a ) 是 f 的 
内点，当« ^过围道 y 时 ， W 71 过 

由于 （1) 是单叶的，所以在 r 内 （ P ' O ) 与0,现假定 ( P '00 在 r 上亦不等于0,并假 
设 / O ) 是在 r 上及 r 内解析的函数，则 /'0)/< p '00 在 r 上及 r 内是解析函数， 作为# 
的函数看在 r 上反 f 内也是〜的解析函数.因此由 Cauchy 积分公式 

J10. d n . =JLf _ flQ _ 成， (2) 

q/(af) 2uti h V — w 2^r/ Jr (p(^) — (pOO 


展开 


1 = 1 (J __ qp(g) — ^ \ -1 ^ (qoO) — b) m 

(p(0 — <pM g>(0 一办、 <p(0 一 b (<p(0 — b) m+V 

(关于这级数的收敛性这儿不加讨论 .） 因此 

t 

il£l =丄 （ f ( r ) y _ [y O ) — ^ d r 

<P’ 0 ) liti Jr Zli [<p (0 — 厶 ] 州十 1 


00 

- 2 [( pW -办] m 

m— 0 



[<p(0 - 々 ] m 十 1 


00 

= y ] [< p (^) - 

m = 0 



f(Q 

(c 一 a) w 十 1 


^ — Q 

- < p (()— 办 、 


m+1 


(3) 


由〒 qpw 是单叶的，因此 qp(C) = b 除去 匕由 a 


外无它根，即 


K — a 

<p(f) — b 


在^中解析， 
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m 



把 




z — a 


qo(ar) 一 b 


展开成为 s — a 的幂级数，其 O — a ； r 的系数等于 


d 


tn 


tn f dz m 




简书之为 


d 


m 


m 


da 


m 




由 （3) 得出 


CQ 


/'w = S 


d 


m 


m 


m f da 


m 


[ 厂 00( 必 0)) mH_1 ] [<pOO — 


由 a 到 s 求积分得 Biirmaim 公式 


00 


/O) = KO + z] 


d m 


m 


o 


1) 1 da 


m 


[/' 00 ( cKa )) m+1 ][?>00 - bY ^\ 


取特例 


z — a , 

w = ― —^ b 


rW 




则 


0O) = rO). 


由 （4) 得 Lagrange 公式 


oo 


/w ^ /W + 2] 


4Jl n 


n 


n 1 da n 


(4) 


(5) 


(能否由 （ 5 ) 推出 （ 4 ) 来?）读者试自己 证明： （ 5 )式成立的条件是在一包有〃点 

rO ) 

附近解析，且在《点的导数不为0,则任一在《点附近的解析的函数 /W 可以在 d 的充 
分小邻域内表为 （5) 式. 

例 1. 方程式 


Z 


a 一 


w 


z 




0 ， a 9^ 0 


得出的展开式 


Z 



C0 


+ 2 



( —1 ) rt ^ 1 (2 /； — 2 ) J 
n 1 {n — 1) \a 2n ~ l 


w n . 


这公式说明二次方程 


z 2 一 az 一 w = 0 

的解 z 可以由此方程的系数，特别是常数项的幂级数表之.这公式并不 新鲜： 解二次方 

程得出 


z 





由二项式定理，展开上式即得.因此直接得出的收敛范围是 
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< 




例 2. 如果=是 


wz 


的 一 根，当故 — 0，它 — 1，则 | 浓丨 < —时， 

4 


nw 


(n + 3) 


, n(n + 5 )( 打 + 6)(” + 7) 


4! 

例 3. 如果=是 


4 


(n + 4)(/2 - 


3[ 

n(^n + 6)( 打十 7)(/; + 8)(77 + 9) 5 


+ wz a 


的一根，且当 


C / — 0，它一>1，则 

log Z = w - w 1 

2 


(3cc — l)(3o: — 2) 


并且当 


\w \ <C I (os 一 I)。— 1 • oT 0 * I 


时此式成立. 


附记. Kepler 方程 


w sm z 


就是 Lagrange 方程的 特例. Kepler 方程在天文上有用，本节的方法提供了解 Kepler 方 
程的具体解法(参阅一卷一分册第六章 n ). 


14. Poisson-Jensen 公式 


令 fOO 表一函数，在圆|刻 < 尺内有 w 个零点 flo “ • ，、及 ”个极点办 
除这些极点外在上解析(>重零点或极点写 f 次），则有如下的 


Poisson-Jensen 公式 


log \f(re t6 )\ 




G J 。 R 2 — 2Rrcos(6 — 小 ) 


log \f(Re^)\d<i> 


fTf fj — ^ A 


R 2 - b v c iB 
R(^rc iS — by) 


( 1 ) 


证. 

l ) 如果 /00 无零点与极点，则 log /0)是 ui 上的解析函数 _ 公式 （1) 就是 


Poisson 公式. 

2) 命 


gM ^ /W 


n 


R(z 一 b^) 
R 2 一 b v z 
R(z — aS) 
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在 kl 上发 0) 既无零点又无极点•在 UI =/?上除有限个点外 

UO) 1 = 1/0)1. 

由 1) 可知 


log \g(re* e )l 


V _ R 2 - r 2 

jr J 。 i? 2 一 2Rr cos (0 — <f>) 


log I〆/?〆 冷） 


即得 


log I/O〆）I 


1 f 2 * _ R 2 — r 2 

2 兀 jo R 2 — 2/?rcos(0 — <f>) 


log U(Re^)\d4> 




R 2 - 

^(re id 






当 b v ^ 0 时，命 


0,即得 


㈣ 1/(0) I = — 1 log \f(^Re tq> )\dq) — 丄叫 —+ 2 ^°8 ~ y 

Jo m = 1 d u v 1 


即 


i/(o) I 

log \f^Re f ^\dq) = log -- R m ^ n 


0 


n ^ 
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第八章最大模原理与函数族 


§ 1 . 最大模原理 


在第四章中已经提起过最大模 原理： 在一域 D 内如果 / W 是单值的有则的，则它的 
绝对值，它的实部，它的虚部都不能在 D 的内点取最大值.唯一的例外是 fO ) 常数. 

我们先减弱一些 条件; 即使 /O) 非单值的，但 I/O) 丨是单值的，仍然是在 D 的内点 
1/0)1 不能取最大值(除 / O ) 等于常数外). 

这样的推广是无须乎证明的，因为对每一分支来说， / W 是一单值函数，以上的定理 
是正确的，由于 I/O) 丨 是单值的 ，所 以得出这一推广的结论来. 

命 M ( r ) 表示 1/0)1 在圆周 Ul « r 上的最大值，由最大模原理立刻得出 M ( r ) 
是递增函数，并且除是一常数外， M ( r ) 是严格的增函数，即如果 r < r '， 则 

A /( r ) <C M ( 〆 ). 

命 j ( r ) 表在圆周 Ul == r 上的最大值，则 WO ) 也是严格增函数. 

关于 A /( r ) 与 A { r ) 之间有以下的不等式. 

定理 1 ( Borel ， Caratheodory ). 假定 /( sr ) 在圆 | ar | < 7?内有则，则当0 < r < i ? 

时有 

M{rX ^—A{R) + R ^JL |/( 0 )|. 

R — r R — r 


当 /(4 是常数时，此式显然正确.假定 / O ) 非常数，并且假定/(0) = 0,由 A ( r ) 


的递增性可知> ^(0) - 0 . 


命 


4>M =* 


/W 


2 A ( R ) — 


在中， 0 ( 幻是有则的，因为其分母的实数部分尹 o . 命 = 〃 + 则 


| 必 O ) I 2 = 

( 由于 一 *4" u ^ u ^ 2 A (^ R ) 


(2A(R) — u) 2 + v 2 


< 


拿 




.) 由 Schwarz 引理 


\<t>M I < 


因此 


1/001 親 


2A(R)<f>M 

1 +必（之） 


〈 2A(R)r 

、 厂 




即得所证. 

如果/(0) # 0,则把上结果用到/0) —/(0)上，得 
I/O) —/(0)1 — max RQM - /(0)) < -^― {ACR) + |/(0)|}， 

R — r i * i=k R 一 r 
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即得所证. 

立刻推得 

定理 2. 如果次7?)>0,则 

R — r 

定理 3. 如果火/?)>0,则 

max | 严 )0)1 < 2 ^ 2n ^~(A(R) + |/(0)|). 

| * | = ^ ( XV T J 

证.由 


f n) M 


/( 矽） 


C («/ — z) n 


十 1 


dw ， 


此 e 是一以 


为;匕、，5 


SS 


2 


(R — r) 为半径的圆，在此圆上 


| w | < r 十丄 （ i? — r) = 丄 （ i ? 十 r )， 

2 2 


故由 Carath6odory 不等式 


1 , 

R -h ~ (R + r) 

max I/O)! <--- (3(1?) + |/(°)1) 

R — — (R + r) 

2 

< UW + l /( o )|), 

R 一 T 


因此 

1/(，) I < ¥ -☆ ⑽ ) + 1/(0) I 卜 + ⑽仙 


§2. Phragmen-Lindelof 定理 


定理 1. 假定 （0 /C0 在一有界域 D 上有则，而且|/«|是单值的， （U ) 对任一 
e > 0,在每一周界点（的某一内邻域内 

I/WI <M +s, (1) 

则对每一内点常有|/0)丨< M， 而且如果有内点取等号，则/0)是常数. 

证.命 G 表示 1/0)1 在 D 内的上确界(并不排斥 G = oo), 由上确界的定义，有一 
批内点\使 1/(01— G ， 命 A 是其一极限点，并且不妨假定 z K -► z 0 . 

1) 假定^是内点，则由 I/WI 的连续性可知 

lim IK^)I = |/C^o)l = G, 

即 i/WI 在一内点取最大值，即 /O) 是一常数. 

2) 假定 A 是边界点，由（1)，有一正方形 以別 为中心，使 z 在0与的公共部分 

1/0)1 < M + e. 

因为当々充分大时，4进入 L 因此 G<iV/+e， 由于 e 是任意小，所以 A/ 即得 
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定理的前一部分.取等号的情况就是最大模原理的推论1 


§ 3. Hadamard 三圆定理 


定理1 •命/0)是一解析函数，在环 Ut 内有则，则 logM ( r ) 在 r t < 
<〜中是 bgr 的连续凸函数，更明确些，当 r x < r 2 < r 3 时，我们有 

logA/^X- 1 -^- — logM(0+ ㈣ 二 、 log M(r 3 ). 

log r 3 — log r Y log r 3 — log g 


把 M (^) 写成为 M ,， 则 




诬.命 


4 >M = 

这儿 a 是一常数：以后再取定.在环中 < K 幻是有则的，而且 40)1 是单值的.由最大 

模原理， 


特别在 


|^>(^) | ^ max ( r { M xy rjA / 3 )， 


i/W I < max 



取 


l — —{ logA^/Mj/logGj/ri )， 

即得所证.（读者试答，为什么取此 a 值?） 

注意.仅当 4 > 00 是常数时取等号，即 fU ) « 吋，取 等号. 


§4. 关于 i / Wi 均值的 Hardy 定理 

定理1 •假定/0)在圆 ih < 及 内有则，命 

2 jt Jo 

则 / 2 0) 是 f 的严格增函数，而且 log / 2 0)是 bg r 的凸函数 (0<r< R). 

证.命 

fM = 5] a n zn y 

rt — 0 

则 

h ( r ) = 5] U 2 ，_ 2 ' 

0 

除 /00 以外， h ( r ) 显然是严格递增函数，命 W « log r ， 则 



这儿 G ， C 表示 h 对“的微商，甶 Schwarz 不等式 
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即得 



I 〜| 2 (2« V ”) <( S \ a n \ V -)( i ：| / 2 /； # , 


7^ 2 


log / 2 ^ o . 


即得所证.（读者试答，何时取等号?） 

定理 2. 假定/00在圆 Ulci ? 内有则，命 

h { r )^^\ 2 K \ f ( re id )\ dd y 

2^r Jo 


则 AO ) 是 r 的严格增函数， log /心.）是 log r 的凸函数（0< 
证.命0 < n < r 3 ， 且定义 

kW = \ / f ( r z e ie )^ 


FM = — [ f ( ze w ){( d ) dd y 

lit Jo 


< R \ 


FU ) 在 kl < r 3 上有则，而且在此圆上一点 z 取最大值，故 

, i (，2) =尸(。）< I F ( r 3 e n ) \ < M >3)， 

取《使 

^ Nl (^ l ) = 中1(广3)， 

因此 

r^i(r 2 ) = r^F{r^) < max U a F(ar)| < «= rVx{r^) % 

rj<U|<r 3 

因此，如三圆定理的证法，立得本定理. 

附记 1. 定理1是定理2的容易推论. 

附记 2. 当 /W = Xz a 时取等号. 

附记 3 .如果 / O ) 在 IH < 及内无零点，则 （/( r ，)) P 在|^<尺内也是有则 
的，因此由定理2推得 

UO = f T \Kre iQ )Vdd y p>0 

l7C JO 


是 r 的增函数， log /,(>) 是 log r 的凸函数 (0< f <7?). 以下几节的目的在于证明，在 
有零点的条件下这些性质也正确. 


§5.引 理 

定理 1. 若干个解析函数的絶对值的和，也是在边界上取最大值.更确切些，命 
八0)，•_•，/*«(>)在 D 内及其周界上是有则的，是单值的，则连续函数 

<pW = ] fi M ! + •••+ I fn («) I 

仅在 D 的边界上取最大值.如果在 d 内部取最大值，则 UO 全是常数. 

证.命=9是一内点，贝 lj 

l//~o)l ( \f*(^o + re i8 )\dd ;> v=l ， 2，."，《. 

2 yt JO 
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因此 


4 


<p(zo) — ( (p(^o + r e w )dd 、 

2 sr Jo 

如果有一 /_ 取不等式，则？>取不等式，与最大值原理同法得本定理. 

定理 2. 假定/•••，/„(>)在 D 内及其周界上有则，而且是单值的.假定 
Ph …， 是正数，则连续函数 

qpO ) = |/ i 00 I 匕十 • . • + |/”（2) | Pa 

仅在 D 的边界上取最大值.如在 D 内取最大值，则 u ， h ， …， u 全是常数. 

证.假定別是一内点， 可取， 使圆 \z — zq \ < r 完全在 D 内，在此圆内除2。以外, 
fi， …， U 无零点.假定 fX^o) *= 0而 /^(^ o ) 尹0，则（/"(別))〜在卜一，内 
有则.由定理1可知在圆周 U — *= r 上有一点;^使 

2] \ f ^ d \ Pti ^ 2 I / A 。) 卜， 


并且显然有 


S l/,U)l^>0 = 2 1 "“) 卜 

P V 

因此 9)(4) > < P ( Q ) .更确切崔，在 tOsO 与/乂方)中有一个不恒为常数，则 

D 及其边界是一闭集合，一定有一点，在此点连续函数 « PW 取最大值，此点不能是 

内点(除都是常数外). 

附记，如果我们仅假设 LOO 有则，1心00|是单值，定理仍然正确. 


§6. —般均值定理 


定理1 ( PcSlya - Szcgd ). 假定 f GO 在|门<及内有则，而且 


0(，） 




2 ir 


|/( r ，）| ⑽， r < R , 


则 // r ) 是 r 的增函数， log // r ) 是 logr 的凸 函数. 

__ v/rt 


证 -1) 增 函数. 命 ％ = e 2Kiv/n ? v = 1，2, 
定理 2 可知在圆周 Ul a r 2 上有一点 r〆 ％ 使 


5 命由上节 


n 


n 


2 1/(，叫）卜< — 2 \ f ( r 2^^ ia o\ p y 


当” — 00 时，则 


: 沪（广 1) < ，沪 （ r 2). 


2) 凸性•命0 <。< r 3 < i ?， a 实数，则函数 


z p j ( u ) i z )^ z ^ f ( co 2 z ), 


K 卬 n:) 


都在环 r ,< < r 3 内有则，而且其絶对值是单值的，由上节的结果 

r? § lKr ' eie '^ rS ti 1 心' )|f ) 
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除以丄 而且命 

n 

取《使 
即得所证. 


W -> 00，则得 

rV P {r 2 ) < max 0"/^) ， r^/ r (r 3 )). 

rVpir^) = r;I p (r 3 )， 



(/々)) 十 


由 § 6 的定理显然可以推出 § 4 的定理1与定理2.命 


GO ) 


2tz 




exp 


Jo 


log \j(re w )\dO \ 


(定义为几何平均 .） 


定理 L 


lim (Ip(r)) p 
p - ►+ o 


G ( r ). 


证，我们有 


h ( r ) 


In 




2 jt Jo 


\f(re i0 )\ p d6 


In 


0 


e plogUA dd 


In 


2?r Jo 


[1 + plog I/I + 0(p 2 ( log \f\) 2 )]dd 


+ £ C logl / w)w + o ( 〆 )， 


因此 


p 


2n 


lim — log /^(r) = lim — log ( 1 

史 —+o P p \ 27t Jo 


log I /1 ^0 + 0(〆)) 


In 


2 ut 


log \i(re i6 ) \dd = log G(r ) ， 


即得所求. 

因此推得 

定理 2. G ( r ) 是 r 的增函数， bg GO ) 是 log r 的凸函数. 

定理 3. 


lim (/ p ( r )) ? — M (/ ). 

p 十 00 

证.显然有 

(7 p (r))^<M(r). 

命是一点使 \ f ( re i 0 O \ *= M ( r )， 则有一邻域 \d ~ 6 ,\ < A 存在，使其中 

2 

1/(" 汨 ）1 > M(r) — e 9 

此处 s 是一个任给的正数，因此 

(以，）)歹 > ( M ( r ) — e )(5) 孓， 
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lim { I p ( r)y > M ( r ) - e . 

p *>tc 

这证明了定理 3. 

由此可见 P 61 ya - Szegd 定理还包含了 Hadamard 三圆 定理. 

§8. Vitali 定理 

定理 1. 命 AO ) 是一个函数贯，《 = 〗，•••，它们在域 D 内单值且解析，而且对 

每一》及 D 中每一点; s 常有 

( 1 ) 

这 M 与《及=都无关系.假定 D 内有一点集 E ， 在其上的任一点^ lim f„M 存在，如 S 

n-^ao 

有一极限点是 X )的内点，则在 D 内的任一紧致子集上 ， UM 一致收敛于一函数，这函数 
当然在 D 内是=的解析的函数. 

证.先假定 D 是以原点为中心， K 为半径的圆，并且假定 

:1 ，之 2 ， 

而且 

lim f 乂 z v )， v = 1，2, • ， . 

存在，明确地说/„(^)适合于. •（0 /„«在 Ul < 及内有则且单值， （ ii ) 在 UH<E 
内！/„0)| CM , ( iii ) Um U ( z v ) 存在. 

n —泊 

命 

j ^ z ) ^ ^01 + ^11^ + a 21 z 2 + . • • + a kl z k + • • • ， 


//Car) = + a u z + a u z 2 + • , • —h a kl z k + • • • ， 


先证明每一行的系数有一极限，即 
存在，再证明 Taylor 级数 


lim a^i 


a k 




在 Ul < 及内收敛，故它在 M <尺内代表一有则函数 K 《). 最后证明对任一 e >0 
在 — s 内， / rt 0) —致收敛于/(>)， 


由假定 


l/ rt W — /”(0)| < l/«Wi + |/ rt (o)| <2M ， 


由 Schwarz 引理 


故 


l/X^) -/n(0)l <2M\z\/R > |^i <R, 
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1/”(0) - f, +w (o)| < |/„(o)- /•(>,) 1 + lM>i) 

— + \fn+mC z l) — /»+m(0)l 

<1^1+ I" ㈤ U,)L 

R 

由 ~ — 0,及 lim f „ M 的存在性 可知， 给了 s >0, 可以取得々使 

XV ^ 


«->00 


又可以取 AT , 使 时 i/«U)-/n^/)l < 


6 


2 


翁 


因此，当时 


]/,(0) -/^ m (0)| < e . 


因此 


lim f n (0) = lim 


/ j - ►幻 


n - ►oo 


存在，命之为 


lim ^0f» = ^o. 


fl-^oO 


再考虑函数 


/vlW = (LOO — ^v)h = ^iv + “2# + • . •， 
今往证这一函数贯也适合 （ i )，（ ii )，( iii ), 如此则 lim a lp 存在. 


( 2 ) 


V - ^oo 


由于 （2) 的收敛半径是/?，因此 UM 适合条件（0,又由 Cauchy 不等式 

1^,1 < M / R ^ 

故在 | z | <尺 一 e 内 

fvlM I < l^lyl + I^2y| Ul 


< M 


R — e 


e 


2 


R 


)/ R 


Af 

6 


(3) 


因此 GO 是适合的，但换了在内， IU … f •關 


— aov 


lim / v i( 々 ）=lim 

v—oo Zl 


V ~^co 


— (lim — a 0 ) 

Zi v 一 


Z t 9^ Q 


是存在的，因得所证. 

重复这一步骤，推得每一列系数都有极限， 

lim a Kv = a K ^ 々 1 ， 2, •••• 

V 今嫌 

由（ 3 )可知 

1^1 <MIR\ 

因此级数在 Ul < 及内表有则函数. 


最后，当 UI < — e 


3 


I /(^) — / V C ») I ^ I (^0 — ^( Jp ) + 


• » • 


+ 


a 


) z m \ 


CD 


2 

k ==«*+ 




k 


o » 


a Kv z ^ 


1 <= m + 


故 


钃 
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I/W - I < S ~ 

久二 o 

给一 5>0,我们可以取 m ， 

2 RM ( i ? — €) ffl+1 < ! 


然后取 V (5， m )， 使 v > v ( d ^ in ') 时 ， m + 1 个数 

Uo — a」 ，…， I a m — 


都小于 



色 1 — (^ — e ) 

J l — (R — e)’ w 十 


即得 


/ U ) — 八 W 1 < 


S 1 — ( i ? — 6) 

J l 一 （R — e 戸 


m 

s 

又 = o 


(及- 叫 



于是 Vitali 定理在圆 U |< i ? 中当 lim ^ z 0 =^ 0 时正确，即使 Km % 々尹0时 

V 400 y 今 00 

也是正确的，因为有 Mobius 变换使 Ul < R 不变而把0变为^ 

现在证明一般性的定理.命 S 是任一由 D 的内点所组成的闭域，在 JR 上处处有 
则，即对 K 中任一点一定有一个以此点为中心的圆，在其中 M >) 是有则的，.因此，由 
Heine-Bora 定理，其中可以选取有限个(开)圆^， •• •，&覆盖此域兄 

命^是其中之一圆，包有 〜的 极限点^者.由以上证得的结 果：在 O 内的任一闭区 
域， f v M 一致收敛于 K *)， 取^为另一圆与^有公共部分 / c ， 在 k 内取一点列<，•••， 
Ky • ••以 W 其极限点， W 仍在尺内，则 

lim /„(>;)=* /(>:)• 

V 4 

故定理能用在 Q 上，即在 Q 内，/乂幻一致收敛于一函数(当 V — CO ). 由于在 K 内两极 
限函数等同，因此后者是前者的解析延拓.用此办法可以达到所有的 P 个圆，即本定理对 
及为真，定理证毕. 


S9 .囿函数族 

定义. ( fMi 是一个单值函数的集合，其中每一函数都在域 D 内有则，如果有一常数 
M , 使对族中每一函数 fM , 常有 

I/WI < M, 

则此族称为囿族. 

关于囿族有以下的重要定理. 

定理 KMontel ). D 上的任何解析函数的囿族，一定在 D 内的任一闭子集上包有一 
个一致收敛的函数贯，其极限函数是解析函数. 

证.取任一以内点^为极限点的贯 


^15 …， 

IS 1 M 构成一个囿族，由于|/,(^)| < w , 所以可以取一个函数贯 
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/»llW > fvll («) ， … ， / 时 100 ，…， 

(其中〜 > o 使 

"11( 怎1)，/必(〜），…， U 名1)，… 

的极限存在.在这一个函数贯中，考虑 

/ vli (々)， “(芯2)，…， 

其中一定有一子贯 - 

W>2) 山 2(«2)，… 

的极限存在，再在这一贯中选取〜，” 23 , ^3 5 • ••使 

心3(怎3)， / r 23( A )， … 

的极限存在，等等，考虑函数贯 

LllO) ， fvuM > fv33M ，…. 

( Hilbcrt - Cantor 对角线法，参阅五章§ 2.) 

这函数贯对任一 都有极限.由于々的极限点是/>的内点，因此由 Vital ! 定 

理推出本定理 • 

这个定理的逆定理是不对的，例如：函数族 


n、z — 1) 


在单位圆内的任一闭子集上一致收敛于零，但族中每一函数在单位圆内皆不 受囿. 

附记.我们还可以从 Montel 定理来推出 Vitali 定理. 如果 hO ) 并不收敛，由 

Montcl 定理可以选出两个函数贯，各收敛于一个解析函数 /(*) 与 fO )， 但在《” •••， 


/0O — gM ^ 0? 

而其极限点 q 是内点.因此 /M = 


s io . 正规族 


上节的结果引出了一个重要概念即正规族. 

定义 1.设 { fM } 是定义在某一域 D 上的一族函数，其中 V 属于某一指标集合.如果 
对此函数族中的任一子族，一定可以找到包含在此函数族中的一个函数贯 {/» W }^1，2.3.-. 
使 {/„<>)} 在 D 内的任一闭子域内一致收敛，其极限函数可以 BW ， 则我们称{/，(*)}为 
域 D 上的一个正规族. 

所谓一个函数贯{/»00}在一点集合£上一致收敛于00,即任给 _ s >0, 有 N 存 
在，使》 > iV 时 


l/„WI 

对 一 切的 ^ € E 都成立，就是说 JV 与 z 元关. 

正规族的极限函数成一集合称为原族的导出集合.导出集合显然是封闭的，即导出 
集合中一致收敛贯的极限函数一定在导出集合中，故一正规族的导出集合是一正规族. 

上节的定理可以改述为 
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任何一个（解析函数的）囿族一定是正规族. 

定理 1•命 {/«} 是 D 内的正则函数的一个正规族，如果在一点;^有界，则在 D 内 
任一闭子域上这族是囿族. 

证.反之，即{/00 }在灰中 不受囿 ，即在 D' 中有一点力及一函数 A0) 使 

lAOi)l >1， 

及一点 h 与一函数/心）使 

J- 

I /2(怎 2) I〉2， 

等等. 即一般有一点〜及一函数 /„o) 使 

!/»(«*)! > «• 

研究函数贯 

/ 乂名 ) ， hM , •••，/»，•••， 

由假定，其中可以选一子贯，在中一致收敛于一函数 /GO. 由于在抑点， UOO 收敛， 
因此 /U) 不能收敛于 00. 

所以 /O) 在&内及其周界上是有则的，因此 

l/WI <k 

当”充 分大时，在上|/,0) —/ O) 丨< 1，所以 

1/nWl + 1 ， z€D\ 

这与 l/«(OI > «的假定相违背. 



第九章整函数与亚纯函数 


S1 . 定 义 


在全平面上(不包括 00) 无处不解析的函数称为擎爭擎或幸雙寧譽.在全平面上（不 
包括 00；) 除去一些孤立极点外，无处不解析的函数称4僉_：孕 參. •• • 

整函数是多项式的推广，而亚纯函数是有理函数'显而易见，二整函数的和、 
差、积仍然是整函数，亚纯函数的和、差、积、商(分母非零)仍然是亚纯函数. 

多项式与有理函数的性质是我们研究整函数与亚纯函数的基础.我们先看一些是多 


项式与有理函数的基本性质.首先，多项式一定有零点，而且有唯一分解定理(按多项式 


的根来进行分解).这一结果能不能推广到整函数? 


首先，我们可以举出无零点的整函数，^就无零点.更一般些，对任一整函数 go )， 
是无零点的整函数.反之，如果 fU ) 是一个没有一个零点的整函数，则 io g /W = 

gM 当然也是整函数•因此，荸爭譽 / CO 罗乎参印冬、-导泰參学 f 譽专，#孛疼冷 
毕 J . UO 0 旱擎 f f • 其次， H 二碰些，对 贏^不 •包•括 ^): 4 做 

ii 的方程式 


p(sr) *= a 

常有解(并且常有《个解).由任一整函数做出的方程式 

fM = a ( 1 ) 

对那些《有解？关于此问题有著名的 Picard 定理： a 0 , ff « = 办 
夕.卜，⑴亭亨 ㈣ 不包括《 = oo ). Picard 的原证非常备二个椭 - 模函数 
^ U ). 这*函“有下列性 质：除 3= 0, 1， oo 以外，这函数(非常数)无处不有则，其虚翠 
部分决不为负.如果 / O ) = 〃，/0) = 6都无解，作 


gM 




/(«) — 


b 




则 gM = 0, gM = 1无解.作函数 

r fOi(g(z)) 

因为 gOd # 0, # 1，所以 co ( gM ) 除2 = a > 外无处不解析，由于 coW 的虚数部分 
不为负，所以 

|岁抑(*))| < 1. 

^' wC £( z )) 是有界整函数，由 Liouvillc 定理，它是一常数，即 u >( gM ) 是常数，但 0) 非常数， 
因此是常数. 

其三，多项式分解定理有无推广.如果 / O ) 有有限个零点•..，〜，则不难证明 

n 

/0) = II (^ — a v )e s(x \ 



( 2 ) 


这儿 〆 幻是整函数.如果有无穷多个零点，就出现了无穷乘积 

n (! -子） 

V 二 0 、 a v / 

是否收敛的问题，如果要求它收敛，就必须要求级数 

C0 

V - J - 

收敛.换言之，如果 给了〃 个任意复数，我们可以作出以此为根的多项式，但任意给了无 
穷个•••，'，••*，我们不能由 （2) 法做出以此为零点的表达式 （2). 但我们却 
能够做出以此为零点的整函数.如果点集 {&} 在有限平面上没有聚点，则所作出的整函 
数亦不恒等于 0. 这将是本章要讲到的 Wcierstrass 定理. 

关于亚纯函数，第一个问 题是： 它是否可以表为二整函数之商.这是容易证明的事 
实.如果/0)是亚纯函数，其极点是 

^ ty * ■ 參 ♦ fy * • * 

重根作重数写出.由 Weierstrass 定理，我们可以做一个整函数发0)，以 A ， A ，• • • ，〜， • • * 

为零点，因此 KW / GO 是整函数 AGO , 因此/0)= 柴 • 

gOO 

最后，有理函数有分项分数法，这一结果的推广将是本章所要讲的 Mittag - Letflcr 定 
理.如果说 Weierstrass 定理是用事先给定的零点分布构造整函数，则 Mittag - Lefflcr 定理 
是用事先给定的极点分布构造亚纯函数. 


§ 2. Weierstrass 分解定理 


命〜，々，•••是一个仅以00为其聚点的复数贯，其中同一数可能出现有限次， 

…4臺着丨 L •把•其•他•的~排成为 

0 < 丨 \ ^ \ ai 

4-2 I <…， 

命 UJ =%. 我们先证明有一个正整数贯 


pl+ly 外 + 2 ， • _ • 

存在，使级数 



对任一，收敛.我们证明 Pn - n 即有此性质.由于00,所以当时 



因此 （1) 一 定收敛(读者试证明 Pn > log 即有此性质）. 


定义 . 函数 


E («，/?)=-(! — 
E («， 0 ) =« ( 1 — u ) ， 


、 《+ j « 2 十…十去 

V 2 P ^ 1, 2, 


峰 ■舞 


称为原因子. 


_ 


133 • 





当 Ul < 1 时， 


log £(«，/?)** 一 




p 十 2 


p + 1 p + 2 




故当 Id < i 时， 


2 


logE (“ ， p)| < |“| 


u 


p 十 2 


^ M 


l + 


} =»2|«卜' 


( 2 ) 


作无穷乘积 


/w = ^ II £ 

n = / +1 

由不等式 （2)， 可知当 | aJ 〉2 U | 时， 


P" 一 1 


■ 


n 


z 


log 五 一 , p n - 1 


n 


<2 




n 


因此，在 Ul < R 中，级数 


S 

\a n \>2R 


logE 


n 


1 


rt 


< 2 


S (- 

\ r n 




致收敛.即乘积 


n ^ 

^\>2 R 


Pn ^ l 


致收敛，因此，它在中是解析的，而 


Z 


，l II E ( —3 Pn 1 

\a 71 \<2R f n>l 、 a n 


(3) 


显然是 s 的解析 函数. 因此， fO ) 是解析的，而且在中以（ 3 )式的零点为零 

点. 


由于/?可以任意大，我们找到了以 


2, 


为零点的整函数. 


注意除此之外，无其它零点.（因无穷乘积收敛的意义包括其极限不为 0.) 
但必须注意分解不是唯一的，可能相差一个无零点的整函数因子. 


§3. 整函数的阶 


如果有正数3>0，使 U |= r -> oo 吋 

/W = 0(〆 ）， 

则整函数/00称为有限阶的 函数. j 的下确界 P 称为这爭擊印呼，也就是对任一 e >0 

fM = o (， +e )， (1) 

而对任一 £<0,此式不能成立. 

命 M ( r ) 表示在 hi = r 上|/00 j 的最大值，则 （1) 等价于 

r—oo log r 

例 1. y 与 sinJBT，cosz 都是 一 阶整 函数. 
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例 2 . 是音阶整函数. 

例 3. 是无穷阶整函数. 


为了减少一些非本质的麻烦，今后我们假定 K 0) 參0,不然我们可以考虑 - L fM 9 


阶并不受影响. 

定义_设〜为 fU ) 的零点，命|心| 


n 


及 r < r 2 < r 3 < •…， 如果 巧 是使 


CO 


S 


收敛的 p 的下确界，则巧称为/0)的零点的收敛指数. 

定理 1. 一个 p 阶的整函数的收敛指数 < 心即巧< p . 
证•由 Jensen 公式可知，当 r rt < r < r „ +1 吋 


log 


n 


2 n 


log \ f ( re w )\ d 6 — log |/(0)| = 0( r p 十 e ). 


命 < r ) 表示不大于 r 的％的个数，则显然有 


n 


log - 


r 




n 






2】 


由此推出 


r 


n 


2 




0 O p+e )， 即 «( r ) = 0( r ^ +e ) # 


取 


则得 




即 


1 


* 


n 


由于 I ： 


1 


< °°，所以对任一 S 






常收敛，定理证明 




由此得出有限阶整函数的重要性质，即有一正整数 P 与〃无关，乘积 


00 


11 ^ 


对所有的=收敛，其中〜是该整函数的零点. 


P 


n 


( 2 ) 


最小的正整数 P 使 （2) 收敛者称为亏格 ( genus ), 如果内非整数，则 p * [^1； 如 
果 A 是整数，则 • 


P 


内， 如果发散， 

Pi — 1,如果收敛. 


无论如何 


p ^ Pi ^ 
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定理 2. 任意给定一趋于无穷的点列％，每个 z n # 0. 如果 r l9 r 2 , • • • 的收敛指 
数 是内， 则标准乘积 

P(sr) == Y[ E (― ? 

rt = 1 \ 芯 n 

是一 A 阶的整函数(此的定义上面已经交代). 

证.设 P 是标准乘积的阶，由定理1已知 Pl < p > 今须证明 p < pl . 命々为大于1 


的正整数 

log | po ) 1 = log 

r„< 欠 r 

对&有 



==+ ^2. 


Z 2 = 




如果 p = A — 1，贝 1 J A = 0( r p+1 ) = 0( r ^)? 不然， + £ < ^ + 
数），则 


( e 充分小的正 


广广十 1 






r p+i 




p! 一 6+p+l 


< r f+1 ( 々 0 Pl — p — 1 2」—= 00 Pl 十 *)• 

心十 £ 

又在 A 中，以 《 表土，则有士.因此 

k 

log I E ( u ^ p ) I < log(l + Ul ) + \ u \ + • • * 4 - <： K \ u\ p m 

P 

此处 & 仅与丨及 p 有关，故 

A = 0 S " V ) = 0 2 K ^ r 7^ e ) 

、 r^Kr r P J \ r^ir / 

= 0{ K (々 r ) … 十 " 2 tn 9 ^} = 0( r 〜 十 e )， 


所以 

即得所证. 


log |PO) I = 0(r 〜 +e )， 


§4. Hadamard 分解定理 


定理 L 如果 / O ) 是一 p 阶的整函数，其零点是 q ， …，（/(0) # 0)，矶 

/W = e ^ PM . (1) 

这儿 PM 是由 / U ) 的零点所形成的标准乘积，而 QM 是一多项式其次数不大于 a 
证.已知/0)可以表为 （1) 的形式，其中 QM 是一整函数.因此，所待证明者乃是 
是一多项式，其次数 

取^ = [ P ]， 则取 （1) 的对数，微商〃 + 1次，得 



= W+1)00 -i，iS 

f > = t 
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如能证明= 
命 

在圆 M = 2 R 上，当 


0,则得 QM 是一多项式，其次数 


gRM 




/⑻ 


II 

\^ n \<R 


1 — 


怎 n 


m 


n 


I 时， 



> 1， 


故在 Ul = 2 i ? 上 

l&GOI < I 體卜 o (，)，， (2) 

由于办 U ) 是整函数，此式当 Ul <2及中也真. 

4 

命 h K ^ z ) = log 办00，对数取值由心(0) = 0决定，则 ArO ) 在 \ z \ < R 中存则， 
故由（2)， 

R{h R i^} CKR^ + \ (3) 

由 Borel-Caratheodory 不等式，可知当 N 丨 = r < i ? 时， 

| 妓 +1 〉 0) | < 2 - l 3 ( . v - ± - 1 ) ! j? . KR P+s 

(R - r) 时 2 


特别取 f «丄/?，则 

2 

h^Kz) = 0 ( R pb 一 ）. 

故当 r =丄7?时， 

2 






! 2 


\>R 


0(/? p + £ 十 D 


o 



(4) 


当 Ul < 丄 i ? 时，上式也正确，当 e 充分小及 i ?— ①时其第一项 —0. 由于 

2 

收敛，第二项也 — o . 由于左方与 i ? 无关，故得所证. 

习题.证明如果 P 非整数，则 Pi ^ P . 


§ 5. Mittag-Leffler 定理 


命 

主展开部分 


a 


Sk 


是仅有 oo 为聚点的贯，我们现在求一亚纯函数在〜有给定的 




+ 


+ 


% 


k 


a 




K = 1, 2, • 


( 1 ) 


我们把极点排成为 


1〜| 


并暂为假定0非极点.展开 （1) 为 s 的幂级数 


« 
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Sk( ^ — ) — ^o k) + 把 )》+ ^[ k) z 2 + • • • ， \z] < |a^I. (2) 

一 a^J 

命 Si ，•••，£«，■•• 是一个正数贯，使级数 


收敛 • 


DO 

Zj e * 
1 


幂级数 （2) 在圆 Ul < 


适合于 


\ 1^1 一 致收敛，所以可以取定外，使 

wO) = 釣々） + " • + 哎 z p k 


做级数 



< pO ) 


a> 


= s 

ft = 1 



(3) 


(4) 


以原点为中心，半径为 K 作一圆 C . 由于 Ud — 00,故存在 iV ， 使 4>2 V 时， R ^±\ a k \. 

对这样的々，估计 （3) 在圆 C 内是成立的，囚此 （4) 在 C 内绝对而且一致收敛，而$ 

在圆内有极点〜，•••，〜，而在各点有所给的主展开部分（1)，并且 （4) 在圆 C 内仅有 
这些极点而已.因为 K 可以任意大，因此 （4) 就是所求的亚纯函数. 

如果^ = 0也是极点，它的主展开部分是 


^0 



则在（ 4 )上再添加上 ^ o (^) 即得. 

命/(4是任一亚纯函数，上法可作 cpOO 与 fO ) 有相同的主展开部分，因此/00- 
gM 在全平面上解析，因而得出 


/(幺）= 


F O) + 办 



(六) -咖] ， 


这儿 FOO 是整函数. 


读者试比较 Wekmrass 与 Mittag - Lefflcr 两证明，看其中有原则相通处否？能否如上 
节一般更具体地给出以， 例如以 ==々. 

读者试考虑单位圆内的解析因子分解定理，亚纯函数是解析函数的商，亚纯函数的分 
项分数定理. 


§6. ctgs 与 sins : 的表示式 


函数 
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= ctg 



Z 


( 1 ) 




在 2 ==知 处有单极点，其留数是1，这儿々是任一非零的整数，除这些极点外，处处解 

析 . 

用上节方法可以作出函数 


= 2 ( zrr + t ) 9 

符号 f 表示略去々 = 0 —项，此级数显然在任一点是收敛的，并且以 z 这 k 甘 
为单极点，且有与 （1) 相等的留数，由上节结果可知 F0) 与 FM 可能差一个整函数， 
现在我们进一步证明 F(^) = 2^00. 


取^为以 



七章§ 11 的方法考虑沿 G 的边界函数 


为四个顶点的正方形. 


如第 


/(0) = JT CtgTtZ 






Zut 


Z7t 


由于2 = 0是一二重极点，所以不能直接用原来的公式，在上 /u) 无极点，在 G 内有 
极点2 = 土 1，土2，，土《，当 z = 々非0整数）时， jiz ) 的留数等于 


在 z = 0处 / U ) 有 


X 





搴 




所以 K^O 在 z = 0的留数是 


X 


X 


/U) 在2 =二处的留数等于 

7 t 


CtgA 


因此 


n 


2 jtt Jc 










X 


ctgx . 


如能证明，当时，左边 — 0,则问题已解决了. 


已知 


ctg(4T + yi)\ 2 


e 2y + e^ 2y + 2 cos 2x 


-— 


e 


2y + e~ 2y ^ — 2 cos 2x * 


在平行于 y 轴的 <r rt 边上，即 y == 士 （《 


2 


3r ， cos2x = —— 艮 P 


I Ctg 1 2 < 




y 丄 d 


~r e 


< 1， 


所以当《充分大时，由于 


X 一 ZJt Z7t 


z 




士卜十金 ): 


f{z)dz = 0 


(+)• 
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又在平行于 f 轴的边上，即 y « ± (^ + D 充， 


Ctg Z 




1 + f 2y 

1 —广办 


) 2 = 0(1), 


也得出所对应的积分 —0( 当《 — 00)，即得所证，也就是 

ctg 文=丄 + li m 全 ( --- h 丄)= — + 2 a : 2 2 1 2 _ 2 , ( 2 ) 

X w — ① tn^-n — ”2 冗 mat/ X „ =1 X — n It 

这级数是收敛的. 

任作一边界不过极点的有界闭区域，包含=== 0点在内，以此区域内之每个极点为中 
心作一充分小之圆，则在挖掉这些(有限个)小圆后，级数 （2) 在这闭区域内是一致收敛 
的，设 z 为此中一点，由0到 Z 逐项积分，但积分路线不过极点，得 


即得 


log 


sin z 
z 


=C + 




sin z 
z 




_ 


由于 lim _ = 1， 所以 C = 1， 即得的无穷乘积表达式 

s->C z 


或 


如果改写为 


sin z 








z 


n 





sin atz v 
- =zhm 

7 t 




这就是 Weierstrass 形式的乘积了 • 
例 1. 证明 



cos z 



(2/7 —■ 1 1 )^： 2 
2 - 


例 2. 证明 
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例 3. 证明 


A 


例4_ 







^ 2 


+ 2 名 2 

M-1 


z 2 4 - 4 «V 


习题.从 


推出 sinz 以为周期. 


CSC 2 Z 


00 





F 函数 


考虑 Weierstrass 乘积 


oo 

w n 

n~ I 



这儿 



是 Euler 常数 • 

由于收敛，故由第二节的证明方法中可知，取 Pn ^2 , 无穷乘积 

n 


n e ( — 


z 


n 



收敛，因此 （1) 是整函数. 
我们定义 



由此立刻可见， ro ) 有0, 一1， 一 2 ,…作为其单极点，此外处处解析. 
这样定义的 r ( d 是否就是以往所定义的 


e ^ t z ^ l dt 9 (Rz > 0) 
Jo 

在证明此点之前先由 （2) 推导出若干性质 
定理1，除去^ = 0, —1， 一 2， ••• 诸点外 


rOO 


CO 





J . 


证.将 （2) 写成为 


⑴ 


( 2 ) 
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rO ) 


z 


lim e 


(1 十士十…十盖一 logm )* 


m 


limll 1 


m->oo 


n 




e 



之 lim 

m-^oo 


m 


m 


£ 


n 


n 


ar 


n 


z lim 

m-*co 


m 


1 

-■ h 


n 



Z 


n 


1 


z lim 




fft — \ 


X 


m 


II 1 


n 


n 


n i 


n 


Z 

n 


z 


1 


m 


即得所证. 


定理 2. 当 /^：>0 及”是自然数时， 


n 


n 


lim \ I 1 -* 
f*->io Jo \ n 


z ~ x dt = r ( 怎） • 


证.命 


M ， 得 




dt 


n 


z 


0 


(1 一 t^ n v z ^ x dt 


分部积分《次得 


(Vl — t) n r z ~ l dr — r^Cl 

Jo z 



n 


o z 


(1 一 t ) n ^ x t % dt 


n(n — 1) 


z(z + 1 ) … *(z + n — 1) Jo 


r 


* 十 #| 


l dt 


2 m * m n 


z 


(z + 1) _ • + «) 


由定理 1 可知 


n 


n 


2* * *n 


把 1 A 1 - = 匕 ^ Ti )-..(, + «) 


n 


z 


rW . 


定理 3 •当 时， 


oo 


ro )= 丨 e 一 

0 


3 — 1 


dt 


证.命 


CO 


r\o)= 丨 m /， 

0 


由定理 2 知 


FiW — r(sr) — lim e 

1：- -> 0 o 



n 


£ ^ l dt — \ n [ 1 

o 


n 


Z' 


n 


x dt 


n 


lim 

« oo JO 


n 


e 


-(1 

n 


z 


X dt y 


由于 


rt 


< — I 1 一 


n 


< nH ' 


可知 


n 


0 


n 


e 


一 (1 一 


n J J 


,x- 


l dt 


ft 


oo 


( 3 ) 


< \ rr x / 2 e^ f t x ^ l di < n~ l \ 广 V 十 1 山 - ► 

a Jo 


4 
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即得所证. 


但还须证明不等式 （3): 当 0< y < l 时，由幂级数显然有 


1 + y < 〆 < (1 一 y )—， 


以 i 代 y 得 

n 


1 


n 


n 


&广 > 1 


n 


n 


* 


故 


0 < 疒 , 


ft 




1 


n 


d 1 —〆 1 


tT } 


< d 1 


1 




当 0 < a < 1 时，由归纳法可证 （1 — oO « > 1 — 祕，以 4 代《，则得 


n 


/ 2 / 2 

1 — 11—4 < 丄， 

n l / n 


因此 


0 < ^" r 


n 


2 


I E 


1 


^ 广二 . 
n J n 


即得所证. 


习题 1. 求证： 对任一自然数 

r ( 方 ) t (z 丄 ) • * • r ( 名 


n — 1 


n ^ nZ (27 t )^ n ^ l ) r ( nz) m 


n 


n 


(Gauss-Lcgendre ) 

提示： 先由定理 1 推出 


< pO ) 


n nZ Tiz)T z + 


n 


■ 鬌 * 


r\z + 


n —— 1 


n 


\ ■ ■* 


nT ( 


nz 


与怎无关，再由 r(i — z)rM = , 算出 

sin itz 1 \n / 


我们常用 〃 = 2 的特例 


2 卜 1 r(《)r (2 + — j =龙吾 r(2《). 

2 / 


习题2.命 


q) 


r(p)r(g) 

T(p + q)' 


则 


B(np y nq) 


=n 


n p 


S ( p , q)B (尸 + 《) … S + 


n — 1 


n 




B(q ， q)B{2q，q 


习题 3, 试 i 正：如果 a x + •_• + % = & + 


* • • 


oo 


II 


n 


(n — ^ # * *{n — ) 

(n ——) * * * C /; 一 


k 


• B((n — 1)^, q) 

+ &，则 
IX 1 - b m ) 


r(i — O 
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例如 


CO 


n 


c 


b) 


i (n H- + b) 


r(a + i)rO + 1) 

~■ hi— - ■ - B-i_^~ 

r(a + 6 + 1) 




习题 4. 证明 



1 


一 l 


m 


丄 




) 


习题 5. 证明 


广 0 Q 

ro ) 


Z 


lim 2 


m 


z 


§8. C 函数 


我们换一下符号，用复数 f 来做复变数，而命 S = a + it , < T S t 是实数 ， Riemann ^ 
函数的定义是 

((!) = -^-. (1) 

*=i « 

对任一 5>0,这级数在 a >\ + 8 中的任一区域一致收敛.因此它在 0" > 1的半个 
平面上表解析函数. 

这函数的来源是数论，在素数分布的研究中它有头等重要性，但其重要性并不局限于 
数论.在 r 函数及其相关的高级理论，积分方程的研究中都有用场. 

(1) 仅在 a > 1上定义，我们要看它在全平面上的性质，证明它是一个亚纯函数.从 

n ^ T ( s ) == \°° x s ~ x e ~ nx dx , o * > 0 

Jo 

出发.当（7> 1 + 5时 

N 「00 

T{s)t{s) = lim Y ； 广 1 n 

N ，泊 Jo 

=lim (p -. S - 1 - dx — (°° -—~ 1 — < T < 計 1 ) Vjc) = Hm (/ + II). 

a^oo \Jo 1 一 c^ x Jo 1 — e^ x / n — 旬 


当 0, ， > 1 + ; r ， 故第二积分的绝对值 


\U\ < 


CO 


0 


N 


x dx =7v w rO — 1 )， 


故当 N — co 时，这积分— 0. 因此 


考虑积分 




OQ 


r(y) Jo 1 — 


dx ， cr 〉 1. 


Ks ) 


1 


dz 


鲁 


( 2 ) 


把平面沿正实轴切幵，这儿积分途径沿上切口由 +oo 到 ^(>0), 再沿圆 UI 到下 
切口，沿下切口回到+00,这儿函数;定义是 


■ 
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l ) log 2^ 

在开始时 logf 是实的，故沿 c 走时 /( logs ) 从 0 变到 2 欢 


在小圆 M = 5上， 


j I —S ^C^-OIog l^l^targ « ^ I z I a ^ 1 ^ 2ir| ^ 9 

\e z — l \ > A\z\^ 


因此，当 Ol 时在 | z | =5 上的积分随 8 而趋于 0. 故得 


l(^s) — 


JT 


O0 


0 € 


x 


1 


dx 


( x e 2 ^ y -^ 


dx 


Jo 〆 一1 




(巧一 !) rO ) CO ) - z ^- z , CO ), 


T(l-s) 


即得 


^ 0 ) 




e^ ns T(l — s) 
2 ^i 


z 


s 


c e 


% 


1 


dz. 


(3) 


此示，当 O 1 时， （3) 即前面的 C 函数.但积分在 f 平面上的任一有限部分 
都是一致收敛的，因此公式 （3) 给与 CW 的全平面解析拓展，其可能的奇点来自 r ( i - s ) 
的极点/ = 1，2, 3,…，但已知 （0) 在，= 2, 3, … 是有限的，故仅有^ = 1处可能 
有一个奇点，在£ = 1是一个单极.由 

7 ( 1 ) = [ — ^― — 2iti 

)c € z — \ 

及 

r( 1 — s) = 一 — — + , • • ， 

^ — 1 

可知这单极的留数是 1. 

如果 r 是整数，积分是单值的 • /0)可以用留数法算出 

一 ^— «= 1 - JL ^ + fii — — b 2 — + •••， 

^ 一 1 2 2 ! 4 ! 


这儿 fil ， 万 2， . •• 是 Bernoulli 数，而且可以求得 

g(0) = — 丄， （ ( 一 2w) = 0, ^(1 — 2m) = (― O- 5 ’ ，w = 1 ， 2 … 

2 2 m 


§ 9.函数方程 

定理 1. 在全 平面上 cw 是处处有限的，但 f = 1例外，该处有一单极，留数为1， 
并有函数方程 

^( x ) = 2 W 1 sin 丄 sitT( 1 一 ^)^(1 — s\ 

2 

证.仍取上节 (2) 中的被积函数，但积分路线 改为： G 沿正实轴从+ 00到（2«+1>， 
再沿以 （2 n + 1>(士1±/)为顶点的方块一周，然后沿正实轴回到 oo , 在 f (即上节（ 2 ) 
的积分路线)与 G 之间被积函数以±2^,…， ± 2i ^ n 为极点，在 2 mh 与一2朗的留 

数之和是 
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mite 




1 + { 2 m 7 te^ lK y^ x cos — tc(j — 1 ) 

2 






2(2 


m 7 t) s ^e iKS sin 


2 


7 TS 


故由留数定理 

I ( s ) 


z 


s< 


^ e z 一 1 


dz 


z 


s 


n 


Cn e z — 1 


dz 


^itie t7ts sin 


2 


^5] (2 耐广、 


m 


命 cr <0 并使 n — oo ， 则函数 
分 —0, 即得 




c 


4 * 


1 


在 G 上有界 ， r 


0(|0|^) 5 故沿 C 


CO 


/(j) ~ ^atie iKS sin * — 7ts 

tn-= 1 


S' 


4 宂 if sin — w(2 宂 ) 卜义 （1 一 0, 


2 


即得函数方程.由解析函数唯一性定理可知它在^ >0亦成立. 

由函数方程立刻可以推出几个小结果.由上节 C (1 一 2 m ) 的值立可推得 


^(2 m ) = 2 2m ^^ m 


B 


(2w)! ’ 


TO 


1，2, 


癱 


今往证 


r ( o ) 


2 


log 2 it % 


把函数方程改写为 


C(1 一 2 1w jc" j cos— jisFCs^^s^^ 

2 


然后求函数方程的对数微商，得 


r(i -0 


log 2 jr _^ tg i + m 


no 

Us ) 


在 ^ = i 处， 


^ S 7 C 

I g T 


s — 1 


+ 0 (U — 1丨）， 


r f ( s ) _r(0 


r(s) 


r(i) 


r 


及 


rco 

^ s ) 


s 


l ) 2 


+ 4 + 


* * 9 


^ — 1 


+ 7^ + 々 （y ~ 1 1) 


— 1 


此处々是常数.故当 f — 1时， 


r(o) 

C(o) 


log lit 


故得⑽ — 7 log2 义 


引进新符号 


专 w 




2 


c 


SiS 


【0), 
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« 的积 


• J _ -Vt- - H-4ri ■•• 和 - 去 <-_ 







则函数方程变为 




如果命 


则 






2 


iz 


— ^(~ 3：)^ 


§ 10 •球面收敛 


为了要把一致收敛的槪念，正规族的概念推广到亚纯函数，我们引进球面一致收敛的 
概念. 

在 Neumann 球上，两点 （h >/， C ) 与 （ f ， V ， O 的距离，定义为过此两点的大圆的 
最短距离.二复数 t 〆 （包括 ^- co , ^ = 00 在内）的球距离定义为其球面两对应点 
的距离，以 U ， 表之. 

一个函数 Z « / 0 )称为在 Z ( J 点球连续，如杲给了 s ， 有一 & 存在使适合 U 。， z ]<5 

的 2 常有 


[ Z 0 , Z ] < e # 

同法定义球一致连续.不难 证明： 在一闭域上连续的函数一定是一致连续. 

亚纯函数一致收敛：命 

• ■擊 

表一个在汐内收敛的亚纯函数贯，并假定以 z ==/ 0 ) 为其极限.如果给了 s > o , 可 

以找到一个整数 w 与=无关，使《 >〜时，对所有的常有 

[ Z rt ， Z ] < e ， 


则{以 4 } 称为一致收敛于 / C ^. 

更具体地写出 Ui ， 的意义，已知 A 对应于球面上的一点 


2 xi 


1 


之 i 


Vi 


yi 




2 




ki - l 2 — l 
l ^ il 2 + 1 


a ， w ， w 可以看成为过球面的单位矢量，命 0 是这二单位矢量的夹角，则 


cos 6 


4^!^ 2 + 4y t y 3 + (1 — Uil 2 )(l — UJ 2 ) 

(1 + W 2 )(l + Ua! 2 ) 

以 i) + (1 — U 2 )(i — u) 



^~ 6 


(1 + !^1 2 )(1 + U . I 2 ) 

l — cosd _ \z t \ 2 + \z 2 \ 2 — Z X Z 2 — Z 2 Z Y 


2 


cos 6 


+ 心之 2 2 + Z l Z 2 ^2 Z l 


1 




因此 


0 = ±2 


1 + Zi 云 2 


以往我们常用^< 6 作为 00 点的邻域,现在看来是有据的了，因为 

1^1 


• 147 • 




[A，ool = 2 tg " 1 — . 


命 


az + ^ 
yz + d 


是一酉变换，即 


l « l 2 + lrl 2 = Ml 2 + m 2 




cf/ff + yS = 0 ， 


则 


如1， 如 2] = [ U 2] 


由于 


似 1 + /? 一 似2 + 尽 = — 一 怎 2 ) 

yZi + 3 T z 2 ^ (7 之 1 + <5)(y2r 2 fc [- 5) 


及 


w x w 2 


az l + 8 a^ 2 + 呑 1 + z^ 2 

■ 圓 ■ ■ ■ ■■■ -- -*1 — — ■ 一 ■ … ■■■__ — ■■ I 

yZi + S fj3r 2 + 5 (y ； ar 1 + 5)(^f ； sr 2 +5) 


由于 \ad — ^ r \ 


，可知 


%， ^ 2 ] = U ” z 2 ] m 


由此可得如果 


1 ，…， t 


球一致收敛于/，则 



rfv 


也球一致收敛于 


1 j ± J _ 


rf 


■ 


其中 （ a ，/?， r , 5) 适合条件 （1). 


(0 


如果不用球面语言(或椭圆几何的语言），我们可用以下的定义： 

1- 如果非 f 的极点，则在 &的 邻域内 fnM 一致收敛于/00的意义就是通常的 


意义. 

2. 如果&是/的极点，则在^的邻域内 /„W 一致收敛于/0)的意义是 

致收敛于(注意，此邻域内一定不包含/«00的零点 .） 

/ U ) 


fnM 


§ 11. 亚纯函数的正规族 

定理 1. 命{/乂幻丨是在域 G 上的一族亚纯函数.在 W 平面上有一个区域 D ， 这些 

函数不取0内的数值，则 ifwM } 成一正规族. 

证. 命/是 D 的一内点，作以 w 为中心，$为半径完全包含在£>内的闭圆，则 

i/vOo — a | >5， 


命 
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gvM 


8 


/ v (匁） 一 A 


则 hOO 在 G 上有则而且有界 （ ku )|< i ). 故伶 O )} 成为正规族. 

考虑 / U ) 的任一无穷子集合，则对应的 gM 中包有一个一致收敛的贯^00,命 


以0)为其极限函数，因此可知 


gnOO 


球收敛于 


gM 


，因而球收敛于 


/ o (^) ^ 


8 




+ A. 


附记.有以下更深刻的结果，但不在此证明了，一个亚纯函数族，如果不取一曲线上 
的点，则成一正规族.更深刻堅： 

定理 2. —个在域 Z ) 上解析的函数族 { hM }, 如果其值均不取两点 （ a ， G 其中 

0 #匕则 {/. W } 为正规族. 

定理 3. —个在域 D 上的亚纯函数族，如果不取三值0,匕 f ) 其中 a ¥= b , b ¥= c , 
c a 9 则成为正规族. 

现在讲几个容易推出的结果. 

定理4 ( Montel ). 假定 / O ) 是 z 的解析函数.在半条 S：a < x < b , y >0 中有 
则.假定 / O ) 在 s 中有界.如果 a <^ ch . 


lim /( 互 + /y) = /， 

% - >oo 


则对任一 5>0 ， 在 a + 8 ^ x b — d 中，当 y->00 时 /(ar) —致收敛于 /. 

证.在矩形及 

a < x < b ， 0 < y < 2 

中考虑函数族 

+ in )， 

这是一个囿族，而且对任一 A (0< A <2) 当 《 — 00, (专 + h )— /，由 Vitali 定理， 


在 a + 8< x<b — 8, 丄中， f n iz ) —1， 这证明了本定理. 

2 2 


用保角变换 z = Hogw ， 上定理变为 

定理 5. 如果必 O ) 在角 05< a r gw</?(| a — 剜 <«) 中有界，如果对某一 (9， 

Um < p ( re ie ) — /(os < 0 < 卢）， 

T oo 

:則在 a 8 ^ zxg w ^ — 8 中冷（如） 一 致地趋于 /. 

定理6 ( Picard ). 一非常数的整函数 /( d 取所有的有限值，最多仅有一例外而已. 

证.在 U 1 < 1内研究 

UM = fCz ) > •.. ， /«0) =/(2”2), 

这族在2 = 0有界，如有二个例外值，则{/„(幻}为一正规族.由第八章§10定理1可 
知，则一定有子贯 /„„(>) 在 S 平面上任一有限部分一致收敛于一整函数 / W , 我们开始 

假设即/,00.当<丄时， 

2 


即当 Ul 时， 


I /« 〔方 ）I < M • 
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I / O〕I 

一有上界的整函数仅能是常数 （ Liouville 定理).与题设相矛盾. 

定理7 ( Schottky ). 如果在 |幻<1 内/00有则，而 且不取0与1， 则当 

时， 


|fW!<^(l/(o)|). 

此处是一正数仅依赖于/(0). 

证.研究适合于/(0) 二〜及 定理假定的函数族.由定理2,成一正规族，而且在 


0 时有限，故由第八 章川定 m 可知 •• 中， 


l/COI <^(i/(o) IX 
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第十章保角变换 


§ 1. 重要内容概要 


在保角变换的理论中最主要的结果当然是我们屡次提到的 Riemann 映照定理. 

定理 1——基 本定理 （ Riemaxm ). 任何一个单连通域 G ， 如至少有两个不同的边界 
点，一定可以一对一地，保角地映照到单位圆的整个内部，这一映照函数被以下的条件唯 
一决定：^内--点及一过此点的方向变为单位圆内一点及过该点的一个方向. 

说得更精确些，单位圆内的一点不妨假定它是^ 方向是沿*轴正向，则结果 

可转述为： 命別是 G 的内点，一定有一而且唯一的保角变换把 G ——地变为单位圆的整 
个内部，而且 f ^ o ) > 0 . 

逆变换 

4 

把单位圆变为 g ， 这逆变换有下列 性质： （0 在1叫<1中 gO ) 是单值解析函数， （ H ) 


如果 


g{w x ) = i Wil < 1 ， \w 2 \ < 1 ? 

则％ = «/ 2 . 这样的函数 〆 V ) 称为单叶函数 • 因此，单位圆上全部单叶函数的探讨，就 

等价于研究全部单连通域. 


g(W) = 0 。+ a x W + UjW 1 + • * • ， \u/\ \y 

则必有因此函数 a °^ h ( w ) 依然是单叶 函数. 所以只 需研究 

/( 定 ）<= + a 2 z 2 4 - H-. s \z \ <i l 

形式的单叶函数而不失去其普 遍性. 把一个单叶函数看成为无穷维空间的一个点0*2, 
々，•..），这些点所成的集合的结构如何？这是单叶函数论的中心问题，但是这是十分困 
难的问题. Bieberbach 猜测，这一集合包在一个无穷维体 

之中，这是数学上的著名 难题. 

Riemann 定理解决了单连通域的内部问题，边界可能十分 复杂. 

例如， 由丄到1作一线段把这一线段和单位圆的圆周作为边界，依 

2 

然是一个单连通域，用此方法可以得出十分复杂的边界•但 Riemann 
定理告诉我们在研究内部映照的吋候，边界是无关紧要的，这内部映象反映在边界上，可 
能 既不是一对一，又不是连续的，因为如果是—对一且连续的，则单位圆周将变为 Jordan 



曲线，关于这我们有以 下的： 

定理么 任何一个以 Jordan 曲线为周界的域 


G ，可以一对一地保角地映到单位圆 


的整个内部，而且这变换在单位圆和 G 的闭包上仍是连续的，使得 J ordaG 曲线和单位圆 
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周之间也成为一个 - '对应双向连续的关系，并丑方向相同.如杲在 Jordan 曲线上任取 

三点，单位圆周上也任取三点，但它们是同向的，则有一个而且唯一的一个，把 Jordan 曲 
线上的三点依次变为圆周上的三点，而且有以上所讲的性质. 

这定理不但说明了边界关系，而且指出了 Jordan 曲线的一个表达 方法： 在单 

位圆内解析，而就描述了 Jordan 曲线.命 

00 

K 浓） = S “ 〆 ， 

n-0 

则 Jordan 曲线一定可以表为 Fourier 级数 

t (6) - S 

?»=0 

的形式，即命 a n = a „ + 

CO 

x = q ^(0) = ( a n cosn 6 — sin n 6^) ^ 

f # — 0 

□Q 

y = 4>{ d ) = 2 sin nd + ^ n cos «0) # 

n — Q 

注意，是 少⑻ 的共轭 Fourier 级数，除去一常数可由 小⑻ 唯一 决定. 给与任一连 
续函数 小 ⑻，我们有一 Fourier 级数（用 （ c ，1) 求和法，这 Fourier 级数也恰巧代表 

4^(6)). 但问题并不如此简单，其中包含了一个 一一 对应问题，即需要由 

qo^) = tp(0 2 ) ， 0 ( 沒 1 ) = 必 ( 沒 2 )，0 ^ ^ 1 , 0 2 <C 2n 

而得出来.因此研究 Jordan 曲线问题转变而为研究适合于以上条件的以为 
周期的连续函数的问题. 

保角变换在流体力学、电学、弹性力学中都有广泛的应用，在应用的时候，我们要求 
用具体数据求出所需要的保角变换来，由于任一 Jordan 曲线都可以用多边形来迫近，因 
此，具体地把多边形变为单位圆（或上半平面）的计算方法也是十分重要的 • （何况有时 
客观数据也仅仅知道其边界上的若干点 •） 关于这我们将介绍 Schwarz - Christoffel 法，但 

Schwarz-Chris toff el 法依然不是简单的数值计算方法 • 

§ 2.单叶函数 

定义 . 在 D 域内，一个解析单值而不取任何数值一次以上的函数 /( 幻称为 D 内的 
单叶函数. 

所谓不取任何数值一次以上的意义是：由/(々）= /(々）， Z ^ D 可以推出 

Z t Z 2 . 

函数 w = 把平面上的区域 Z ) 映照到 w 平面的区域 C 其间的关系是 - 对应 

的. 

今口學 K ^> 卒手呼， M 卒 fM ^ o . 若不然，假定/’0。）《 0，则 — 

f ( ZQ ) = o ^ z = z 0 ^ ff (^2) 重根•由于 / O ) 非常数，故有一圆 \z — Zo \ < ^在其 
上/0?) — K ^ o ) ^ 0,在其内 f 00 除《 = q 外无零点.命济为 1/0) 一 K ^ o ) I 在圆 
周上的下界•由 Rouch 6 定理（第七章，§ 9)，如果<? < U 丨 C m ，iOd — fO 。） 一 在 
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此圆内 有 《 个根(它们无一是重根，因为 fOO 在此圆内无其它零点).这与/00不取任 
何值一次以上相违背，因得所证. 

单叶函数的单叶函数仍然是单叶函数.更具体些. • 如果/00在 Z ) 内单叶，其值包含 
于 zr 内， FO ) 在 zr 内单叶，则 f (/ W ) 在 d 内单叶. 


§3. Taylor 级数求逆 


定理 1. 命/00在 3 — 0有则，/'(0)卢0,则有一 P 存在，在 UI </>中 / Or ) 是 
单叶的. 


更精确些有 

定理 2 ( Landau ) •命 


w 




fQz ) = a x z - f * a ^ z 2 -h 




3 


=7*^ 0 


在 Ul < 7? 中有则且 | w | < M ，则它有一逆函数 z =《 O ) 在 I 如 I < 4 >(M y R \^ x \) 
中是有则单值的，而且 \ gM \ < R , 此处伞是一个仅与 M ， 丨〜| 有关的函数 • 

证.先设七=1 ， R = I . 


由最大模原理 

max \ a 2 + ci^z + a ^ z 2 + • . * I ^ I 这 2 |， 0 < r < 1， 

1 r r 


并且左边是 f 的增函数.由 

max I/O?) — z I = r 2 max | a 2 + a^z + a 4 z 2 + 

\z\=r I « I — ^ 

可知 

— max I / («) — z I 


m . r 而趋于0,故有一 /?'， 在 0 < r < i ?' 中， 

4>(r)^=r — max I/O?) — z | — r ( 1 — — max |/W 一 ^! ) > 0. 

\ z\^r \ r \ st\^r / 

因此，当 oCr < R f R \ z \ =r N * 

|/(«) 1 = l^r — {z 一 /( 方) } 丨 > I 眾 I 一 I z — fOO I > ^>(V) 〉 0 ， 

即在 Id < R ' 中， Ip 卓孕 /00 印準 了” 

取一固定的 r ， 当 |y| < 积分 

/(y) = 丄丨 

2rci J\^r f(jg) 一 y 

当 y == 0 时，这积分的数值等于1，其原因是 K =) 在 | ^ <及，中只有一个原点是 
一级零点而无极点.当 ly I < <^> cy ) 时，在 U I =上 I / O 3 ) 丨 > 必 ( r ) 〉 ly 1，所以 
Ky ) 是 y 的连续 函数， 因此当时 

— f 尸 ( g ) dz = 1. 

2jti J\t\—r /( 之 ) 一 y 

即给一 y 适合于 iyl < 4>( r } 9 方程式 Ks ) = y 在 U 1 o 中有一且•唯一解 •这就是， 

寧 寧擊怎 ( y ) 宇 | y | < < f >( r ) 0 荸乎寧印. 

S 留数定 # 理知道 # # 
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z 


( y ) 




2jt/ J ( 




/o) 


y 


故在 lyl << Kr ) 中， Ky ) 是 y 的有则函数. 


问题归结为找一适当的/*使办(>)>0.首先，证明 M >1. 由于 fO ) 在圆1叫<1 


中有则 


max |/(:) | = max 


I/W 

== max 

Z 

\Z\^\ 


1 + a%z + ♦ • • I ^ 1. 


其次，如取 


4 


M 即能达到目的.由 Taylor 系数的 Cauchy 估计 


co 


♦ 


AM 


> r Mr n 


M 


-^ * ■ ■■■ 


2 


1 




由于 


1 


； ¥ < 土，故 

4M — 1 3 


4>\ 


AM 




4M 


6 M 


* 


因此，当 kl <+时，逆函数 2 = 有则，而且在其中回到一般 

6 M 

情况.命 


FW 




则 F (0) = 0, 广 (0) = 1，而且当 


< 1吋 




M 


^l^il 


故 FU ) 适合于以上的条件，只需把 Ai 换为即是.因此当 

时 w ^ Ftz ) 有逆函数必=它是有则，而且 i G { w )\ < 1. 

命 i ?2： = /，则 

i < y ) = R ai F(z ， /R ) 3 
故 



R 




这式证明，当 



< R\aA 

6 M 


时，/是有则函数，而且 


<及，即 

R 2 \ aA 2 

_ . . Li .M. 

6 M 


1^1 < 


费 4>(M ， /? I tfj) 


适合 所求. • 

附记.如果 A = /(o) # 0, 我们的定理依然成立，只须把来代替 w 即得 . 
同样可以用 C 一 ^来代替 h 而得出任一点的逆函数定理. 
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§ 4 .域的映象 


假定 / o ) 在域 d 内解析 ， rw ^ 0,又设£为/0)在#平面上的象点集合.由上 
节已知在£上的任一点的充分小的邻域中逆函数^ = gM 是有则的单值的，也就是如 
果 /(«)==& 则绕6作一小圆，其中的任一数值 A —定有一与《邻近的数/，使 

f ( a r ) = b r , 今往证：0寧 Z ) 宁哇似印參寧寧了學 

证.从刚才说过的•话*已知、•，是弄 -.• 待证的是 D ， 是连通的. 设％ 及％为 

沙任意两点，则它们至少各有一原象点在 D 内可作一折线 C 把^联起来，这 
折线以 表之，而且= A，MO = ~. C 上的任一点都是内点.在 w 平面上对 
应的曲线以 表之：《/[>(?)]，当 龙 = A ， 6时 «/ 2 ** «^(^). 的点也 

全是内点，这证明了 £>' 的连通性. 

要注意的是 ZT 十分可能是多叶域，因为 iXz) ^ 0并不保证 / O ) 是单叶函数.我 
们再看 fXa ) = 0的情况，此时 

w = /(sr) = b a 々 （；sr — a )々 + _••， ^ 0 y 々〉 1. 

为简单起见命如一 b = S ， z — a = /，则 

S = ~h pit pjt 1 + . • •)， 

在 / = 0 附近 

(1 + pit + p 2 t 2 + . . . y fk = 1 + qj + q 2 t 2 + • • •, 

即得 

S = + qit + q 2 t 2 + •••) 々， 

即 

*= + q y t + q 2 t 2 + .)• 

这函数有逆函数 

t = g ( S l/k ), 

即得原函数的逆函数是 

« a + b x (^w 一 厶 ) I/F 々十 办 2( w — 厶 + .• 

绕办 一 圈，有夂分支轮转，即由 (w — b)' r 、(W — b ) l ’ k cT ， .(«/ — by / k e~^~ a ° 

轮转而得々个函数.这样的点称为歧点，而称4为这歧点的重数.由于 fO ) 的零点是孤 
立的，因此在 D 内的任一闭子集中仅有有限个这样的歧点，如果我们考虑 “ Riemaim ” 面， 
我们将会证明 ， w *= /(«) 也是把域变为域的. 

定理 1 ( Wcierstrass 单一定理).如果 / C 0 在单连通域 D 内有则，则 /(*) 是单值 

的. 

这定理可用解析延拓法证明. 

S 5 .单叶函数贯 

定理 1. 一致收敛的单叶函数贯的极限仍然是单叶函数或常数. 
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例子 / rt w 告诉 我们： 极限是常数的情况是存在的.更确 切些： 如果对任一 

n ， 

n ， Uz ) 在 D 内是单叶的，而且在 D 内一致收敛于/0)，则 / O ) 在内仍然单叶， 
或为常数. 

证.我们已经知道，在 D 中 / W 是解析的，单值的.如果不单叶，则有二.与^在 
D 中，而 /( A ) = /( A ) ==如。，以 Zl ， 々为中 心各作一圆，旣不重叠又全在 D 内，并且 
fM = «^ o 在圆周上无解(除 / O ) 是常数外，这是经常可能的）.命历是 1/0)— 似。1 在 
这两圆上的下界，取 n 充分大使在两圆周上，1/00 —/«00丨< m s 则由 Rouch 6 定理， 
函数 


/«W — W。 = {/(af) — w 0 } + {/rtO) — /( 方 ）} 

的根数与/00 — 叫相等，即至少有二根，即/«00非单叶，这是矛盾的，定理得证. 


§6. 边界与内部 


定理 1. 命 C 是一 Jordan 曲线，包有一域£>.命 w «= f { z ) 是3的一解析函数，在 
及 C 上有则，把 C 一一 地映为另一闭 Jordan 曲线则在 Z > 内 / O ) 是单叶的. 

证.命 ZT 代表 C 所包的域. 

假定^是 D 内一点，则 fGc ) 不等于 / O ) 在 C 上的数值，命 A c 表示绕 C 的变化，则 

‘ A c Iog (/0?) — /(之 0 )) (1) 


等于 / O )— /0。）在 C 内的零点数，故是一正整数(因为至少有一根），但这也等于 

f>' arg 卜 — 一， w = Kz0) ， (2) 


如果如。在 C ' 外， （2) 等于0,如叫在 f 内，（ 2 )等于±1 (其符号依赖于正向或反向）. 
由 （1) 知 心在 C ' 之内， C ' 依正向行走，故 / O ) 在 D 内取《/。一次，而且仅有一次，此示 
f ( z ) 完全落在 D ' 内，但 ZT 的点也都是 Z ) 的象点，因为否则在 D 内还有别的边界点与假 
设矛盾.所以0单叶地变为 

附记 1. 以上的假定 “ Kd 在圆周上解析”可以减弱些：如果 c 上有些点仅连续而 


不解析也成. 

假定^是边界上的一个奇点 ，在〜 附近作一内向小圆弧，以这里圆弧代替&的曲线 
部分，所得的一曲线以 G 表之，在 Q 内的零点数等于 


丄 

2 jt 


A Cl arg {/(^) — ^ol 



fM 

f ( z ) — 


dz ， 


如果在 & 的邻域内有 I'M = o( U — rj *), « > — 1 3 则当 G — c 吋，沿的积分趋 
于 c 的积分. 

附记 2. 在周界上 f ( s ) 也可能有一极点，如此则 C 拓展到00 5 如果这一极点是一 
阶的，边界的其它部分相当普通，则以上的讨论仍然正确.先来一变形把这一极点变为 
^==0,而且把这区域 D 变成为>0上的一部分，无妨假设/00在这点的留数为 t 
(否则除以一常数即可），故 / O ) 可表为 


拳 
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W — /(:) 


+ £(方） ， 


I 





此处 gM 在 D 内有则且有界，因此对 D 内的0有 

Rw ^ ^ 

命之为 “，命办<0， 则当 z ^ D y \w 一 b \ ^ a 一々，故 



在 D 内有则，上述定理可以直接用到 C 上，由于议是 S 的单叶函数，这定理也可以用到 
^ = / W 上. 

但这结果对高次的极并不正确. 

例 1. 命如成士 ^十: ，若怎，贝 ！ J 

% Z _ 1 



当0描绘单位圆时，即0<<9<21时，如描绘实轴从一00到+00, Ul -1 的周界上 
只有一单极点，故 z 平面上的单位圆，单叶地映成上半似平面，这一事实是已知的事实. 

例 2. 命 





命 a 



这也建立了 =平面的单位圆周与〜平面上实轴的 一一 对 


应关系，但由于迈界上有一三重极点，这二曲线所包的域并不一 

定 一一 ■对应，确切些说： 

淡 = “ ^ + iy + 1 V 
\x + iy — 1 / 

= ,• O 2 + y 2 — O 3 — 120 2 + y 2 — \)y 2 + … 

[ 0 _ l ) 2 +>， 2 ] 3 * 

而 t 0 对应于 ‘ 

(a : 2 4 - y 2 — 1)( 太 2 4 - y 2 — 2 \/ 3 y — 1 )( x 2 
十 y 2 + 2\/ 3 y — l ) = 0 j 

这表三个圆.若=在此三圆之外，则0,在一圆之外，二 
圆之内也有 〃>0,所以有三个区域都映为上半平面（见图， 
有阴影部分），同样，•三个区域映为下半平面（图上空白部分). 



§ 7. Ricmann 映照定理 

定理1 ( Riemarm ). 沙平面上的任何一个单连通域£>，如果它至少有两个边界点，我 
们一定有一单叶函数 w = f ( z ) } 它把2平面上的单位圆变为切平面上的 D 域. 

证.假定^ = fM 是这种的函数，则其逆函数 Z = g ( w ) 在 D 内有则，有界 
(\ gM \ < 0. 考虑在内有则有界的函数类，并且适合于 g (^ Q ) = 0, g ( wo ) = 1, 


警 
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这儿〜是 X ) 内的一定点，这些函数将 D 映照到其他域(今后称此函数类为 C 类). 

1) 确有这样的函数类存在.命 〃，6是两边界点，考虑函数 



w — b 


当 w 过 一 单连通域时，它不能画出一个分开与 * 的封闭曲线，即在你内是单值 
的，由于根号下的函数是线性的，它不能二次取同一数值，故如果我们先在一点取定了平 


方根的符号，则 （ O ) 也有此性质，故 C («0 把 D 单叶地变为 G 平面上一域 ZX ， 如果我们 


取平方根的另一符号即函数 


Z 


a 


b 


的另一分支，则 D 变为另一域因此 ZT 和 ZT 


是两个以原点为对称的域，如果 C ' 是 Z / 的任一内点，则 c " = — C ' 是 zr 的内点，函数 


C 一 c 

的函数. 


在 zr 上是单值、有则有界的函数，减以 r (%)， 并除以 rX ^ o ), 即得一所需 


2) 命 〆 一是 C 类上的函数，以 M &) 表 U (^) l 在 D 内的最大值.命 P 表示从（貧) 

的下确界(对所有的 〆 C 而言) • 今往证明， c 孝宁孕爭譽 AO ) 使 MW - P . 

如果不然， C 中必有一组函数 g lyg23 . 

11m M (g n ) = 

rt -frao 


即给予任一 e > 0，有一整数 iV 存在，使 w > iV 时 

U (g n ) < p + s ， 

即心，灼， •…， 仏， ••• 有同一的上界，以 B 表之.今往证明，{仏}有一子贯在 D 内的任 
一域内一致收敛，用前面已经叙述过的 Cantor 对角线法，可以取得一个子贯，它在 D 内一 
处处稠密的可数集上——例如有理点集一有极限存在.由 Vitali 定理，这函数贯在 Z ? 

•w 

内的任一闭子域中一致收敛于一极限函数，不妨假设，这就是原来的函数贯 {^ OOj ， 并 
命是其极限函数，由§ 5 可知 〆 《/)属于 c 类而且 a /(£) ** p . 由此可知 P > 0. 

3) 函数把0变为圆 UI < p . 命 c 是2 =*= 把 d 所映成的域，它一定 

包含在之内.今往证沙就是圆 Ul <〜 假定 以有一 边界点适合于 
Uol <. p > 今将由此而推出类 c 中有一函数 AO ) 使这和 P 是 A /( g ) 的下 
确界的假定相违背. 

考虑函数 




j p(C — So) 

V > + ^ ' 


它在内有则，而且 M ( Ci ) = pi 取定一分支，作函数 




机 一 Uo )) 

p 2 - L ( o )^ 


则 l 2 { tv 0 ) = 0^ M (^ 2 ) = ( 2 (如）在 D 内有贝 lj ， 在 w = 

此除得^>)，它属于 C 类，而 


吋，其微商是以 

2 y — ^ 


这与假定相违背. 


> + V CoCo 
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在 § 1 中所谈到的定理2,我们现在不加证明了. 


、i 


§8. 第二系数的估计 


定理 1 ( Cronwall ). 命 


w 


z 


fi. + + 


z 


■ 


在 U 1>1 中是单叶的，而且处处有则，除去在无穷远点有一极点，则 


00 


^ n \ a n \ 2 < 1. 


特別有 Uil < 仅当 w ^ z 


€ 


ta 


Z 


时，取等号. 


证. （面积原理).由于函数是单叶的，它将圆变为#平面上的一条 
Jordan 曲线，并包有正面积，在这曲线上命 w ，则 


“（0) + iV (0) = rc $e + 


a 


ai 


re 


iB 


r 2 c 2iQ 


» 


命 S \ + 心霉，贝(） 

go 

«(@) = r cos 0 + r ^ n (^ b n cosnd + GshiM )， 

* = 1 


00 


r (0) = r sin 6 — r~ n (^b n sin nQ 一 c n cosnO ^) 9 


n 


Jordan 曲线所包围的面积 （>0) 等于 


2n 


0 


t4(d)t/(d)de 





r cos 


0 H - r ^^ i^bnCOsnS 4 - c n sin «0)1 

«== 1 




nr ~ H (^ b n cos nO + c n sin j 


dQ 


即得 



nr" 2n {bi + ci)) 

J 




7t 


一 



2 n \ a n\ 2 r^ 2n < r 2 y 

l 

当 r — l 时得出所求证的不等式. 

如果 l«il = U 则显然有 a 2 = a 3 = • * • = 0,即得所证. 

引理 1 ( Faber ). 假定 

/(5T) = J3T + a 2 z 2 + r. 

在单位圆内是有则及单叶的，命 g (^) = \//(万，则也是 UI <1 内的有则单叶 


奇函数. 

证 .1) 有则性.已知 

/( z 2 ) /(I + a 2 z 2 + • * *)， 
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括弧内的表示式是有则的偶函数，而且除外没有其他零点，因此 

h («) = /----^ - = 1 + — 2： 2 + * • • 

N z 1 2 

是有则的偶函数，而 


= zh (^ z ) = ^ + •••， 卜 | <1 

2 


是有则的奇函数. 

2) 单叶性.显然 Q 只取一次，如果 

g{zy) 发 O 2 ) 0 < UJ < 1, 0 < |sr 2 | < 1 ， 

则 

fW) = ( 5 O 1)) 2 =( 玄 Oz)) 2 =* Kd )， 

由此推得 d = 4，即 A = 土方 23 但 

g (^ i ) ^ o > 

故之 1 =々• 

定理 2 ( Bieberbach ). 如果 


fiz) = jsr + a^z 1 + • • • 

在 < 1 中有则且单叶，则 U z |<2， 当且仅当 fO ) = 77~7~^77\7时取等号 

Q 1 十 e z) 

(曉 0 ). 

证.由引理1 


a 2 




Z 


a 2 

2 


之 3 


艺 2 


z 


在 0 < M < 1 内是有则单叶函数，应用定理1到函数 


g 



上得不等式 U 2 j <2, 


当且仅当 


发 W 


+ 时取等式，即 


/ w = u 

附记.读者自证，这函数确是单叶函数. 



§9.推 论 

k 

今后我们常设 

/(ar) ~ 2 ： + a 2 z 2 + * • • 

在 \ z \ < 1中有则且单叶. 

定理1 ( Faber ). 在 UI <1中，/0)取所有的绝对值小于丄的复数值，即 

4 

fOO 把 kl < 1 变为一域，其中包有圆 kl <-. 

4 


m 
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证. 假定 /0) # r ， 则函数 


gM 




fM 


z 


+ 戊2艺 2 + 


♦ * « 


1 一 fM/r 


一 怎 /y 


z 


92 + v ) 


z 


在 M <1 仍然 是有则且单叶，由上节定理2,可知 


<2及 


a 2 


< 2， 


即得 


<2 + U 2 | <4 ， |rl 


附记 1. 易证，如果 


/W 


J 2 f 


(1 + e ia z) 2 


则/0—0取 一 一％反之如果 /(«) 在单位圆周上的值取 — /W 

4 4 

式. 

附记 2. 定理1 的不等式可以换为 


irl > 


2 + 1^1 


定理2 ( Beiberbach ) •在 U < 1 中， 


1 — 丨 3 广(》 

7^7 


2 




<2 y 


当且仅当 


fM 


f 之一 z 0 )(\ — z 0 z) 


[(1 — C ia Zo) + (^0 一 〆〜）] 


及 2 T = ^时取等号. 

证.取|^：。| < 1，作 


Z -r 
1 + Zf^Z 


3 IA 


^4。 ~h A x z 4- A^z 2 


= /(>•) 


及 




z - jrz ^ 


ZoZ 



z 


^2 


z 


2 


gM 仍然是单叶函数，因此 


^2 


< 2 , 


但 


A 


八 z 个 go 

dz V 1 + z 0 z ^ 


之十 r ： 0 

L + do : 


1 — Uol 2 

(1 + 芯 ） 3 丨 


= /， u)(l 


A 


d 2 


怎十之 0 


2 dz 1 、1 + 云 os 


z- 


— ( f f (^)(l — \^\ 2 ) 2 — 2/’ Oo > o(l 

Xi 


定是以上形 


Uol 2 )， 

Uol a ». 


由此得出所求证的不等式.关于取等号的情况的证明不难，读者可自己证明. 


_ 
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§10. Koebe 之歪扭定理 


定理1 ( Koebe ) .当卜 | = r < 1时， 


1 


(1 + r ) 3 


< \ fM \ < 


(1 一 r ) 3 


当且仅当 / O ) 
证.易见 




(1 + A) 2 


时取等号. 


log /’ O ) + iog(i — H 2 ) 




x 


0 


f f M 2 z 

— ■- _ _ ■圓 _^ 

/’(» 1 — \ z \ 


dz r 


积分路线取由 0 到 = 的直线.由上节定理2可知 


I log i \ z ) + log ( 1 — \ z \ 2 )\ < 


4 


o 1 


dr = 2 log 


其实部给出 




2 log + — < log |/’00 I + log (1 — r 2 ) < 2 log j ■ 土 ■二， 


1 


1 — 


即得 


1 


(1 + r ) 3 


< l/'W I < 


(1 — r ) 


何时取等号，读者自证. 
附记.取虚部得 


arg fM I = | / log f O ) 丨 < 2 log ~ 


这不是最佳结果， rojiyaHH 求得的最佳结果是 


UWW I < 1 


A arc sia \ z \ 当 | 名 | < 




log Yr ! f |7 j 7 当 > 



，參 


2 


由此立刻推得（用最大模原理） 

定理 2 •在中不等式仍然成立. 
定理 3. 假定 | a | < r , \ z 2 \ ，则 

ffa ) 
/’OO 

定理 4 ( Bieberbach ). 当 U 时， 


1 








(1 


< l/Wi < 


(1 — ■ ;\) 


(仍然如定理 1 的所指的情况取等号 .） 
证 • 1) 由定理1 
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]/WI = 


j o / '(«) dz 



\f\pe ie )\dp <, 


r 1 + p 

0(1 — P) 3 


dp 


2) 假定 


2 


0 \ ( 1 — (0) 


w = /U) 把圆 C(\z\ 


S!3 


(r=7yr p ^ (1^77* 

r ) 变为平面上的曲线 r 5 命叫是 r 上离 0 最近 


的一点 . 




在〜 平面上作直线1))，在 z 平面对应的曲线是如此则 


0 


kl = l 0 1如| 


= ' \ fM 丨丨心 I ， 

L 


由于 1 山> dl(\z\ =A )， 所以，由定理 1 


l^ol 




r 


— l 


o (1 + A ) 3 


dl 


r 


(1 + r) 


由此立刻推出 


定理 S. 在 Ul - r 上， 1/00 丨 


4 


§ 11. Little wood 的估计 


定理 1 (Littlcwood). 当 n > 2 时， 




1 


< cn m 


证 •由 § 8 引理1， 


CD 


giz) = ^ f(z 2 ) = 古 〆 ， 心 =1 ， ]z\ < 


是有则单叶函数.由上节定理4,当时， 


I/W I < 


t 


(1 — t) 2 


敌当 M 1 时， 


I^WI < 



( 1 一 t ^ 2 1 — 


JP ^ ™ gM 把圆 i *^ 变为一条 Jordan 曲线 r 在圆 


4 


之内，故 r 
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别 1 包的面积不大于圆面积 
r 所包的面积等于 


jt 



2 


Itt 


(1 — t) 


2n 


0 


u{e)dv{e) 


2jt 


o 


CO 


cos n 0 — bn sin nd ^ i ^ 


X 


CO 


XT ' 


/ j (^b n cos 6 —— bn sin n6^)nt^ 


dd 


cc 


CO 


沉 打 ( 办 ; I 2 + b f a 2 )t 


n 


窯 


2 成 I 屮, 


其中 + bni . 即得 


0 


^ 2 n \ b nV ^ < 


Jtt 


(1 一 /)， 


CO 


2 ”卜」 2 ,一 1 < 


(i 一 /) 


2 


积分之，当0 < r < 1吋， 


(O 


2 j 〜卜 ” < 


dt 


o(l — /) 2 1 — 


由于 


S = (2] 


所以 




2n-i 


广 y 

> j b 艾 b v 


2t>—V 


V = 


2 v = i 


V 


b 


2n~v 


1( 用 7 


in—l 


00 


2 \^\ 2 r v < 2 \^\ 2 r v ， 


故得 


a 


n 


< 


^ n_1 (l — r 


当 ；z > 2 时，取 r = - - - j 则得 


n 


a 


< 1 


fT 


n <C en • 


n 


12 .星形区 


定义 • 一个 Jordan 曲线所包的域称为对其中一点 q 是星形的，如果由々向外的射 
线只交曲线于一点. 
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引理 L 如果把圆 Uj = r 变为相对 w _0 的星形的曲线，则在 
U I r 上恒有 


於曾 >0 , 


并且反之亦真. 

证.以上所说即等价于的辐角是0的增函数，即 


丄 

1 q 


/ iogK r 〆 沒）〉 0, 


gM dd g{z) 

引理 2. 如果 gO ) 在 UI <1 中有则 ，及 

gOs ) 二丄 + 心之 + b 2 z 2 + • . • ， RgCsf ) 〉0, 


m \ b n \ < i . 


证.命 gM 及 b n = b \, + ML 则 


u = - — + r n ( b’ n cosnd — bn sin n6^) ^ 

2 i 


此处 


b n = b r n + bni 


2k 




ue 叫 n$ d6 ， n ^ l 9 


itr 


n 


由于0,所以 


l^nl < 


2tt 


udd 


jtr 


n M ) 


ft 


# 


当 




1，即得所求. 


引理 3 .设 /W = 0 + a 1 z 1 -h 
的星形区域，则在 Ui <1内处处有 


♦ * _ 


把 >丨< 1单叶地映为如平面上一对^ ° 0 


R 


Z 


厂⑺ 

/W 


> 0 . 


证. 由引理1，我们只需证明对任一 0 < r < 1， ui < r 之象丑^亦是对于 W =* 0 
的星形域 即可. 设议是 5 之一点，则当0</<1时，一切点仙皆属于匕因此函数 
r ^ z / W ] =*= 适合 f /»(0) = 0,且在 U 1<1 中是正则的，1少00|5：1，因此在 
UI <1有 I <Kdl < UI 设叫 ==/(〜） 是以中的一点，即 <' 由上可知 

< Uil <，5但 tw x ^ B , 因此 tu / i ^ fCzo ), \ z Q \ < 1. 以此代入上面的不 

等式，得 Uol 即 B ” 引理证明. 

又由调和函数的极值原理知，本引理的不等式在1刻<1内不能取 等号. 

定理 1 (R. Nevanlinra). 假定 

/(方 ) —z + a 2 z 2 + • • • + a n z n + • • • 

在 UI <1内有则且单叶，如=/0)将单位圆变为相对于 w = 0的星状域，则 

4 

\ a n \ «=^2,3,4*"， 


m 
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(即在此特殊情况下， Bicbcrbach 猜想正确）且仅当 /CO 


z 


(1 - c ia z ) 2 


时取等号. 


证_由引理3 


Rz 


/w 


> o . 


故由引理2可知， 


z 


rw 


Z 


2 a t z 


z + a % z 2 + 


1 + b x z + 


+ b ^ z n 


b n \ <2. 


即得 


z « 1 + 2 么 + 2d 

/W 


z 


z 


(这儿兩《 ^ b n Z n 表示 < h ) 

fM _ 1 


/W 


« 


^ 1 — z 


即得 


log « log 


z 


(1 




z 


y 




CO 


« 


z 


(1 - z ) 2 


E 


nz 


n. 


* 


n 


即得 U 」 （这儿我们用了由 A (^) « BM 可推出 


z 


z 


A(^w^)dw <K \ B(u/)dw ， 《 e B(s} 
0 Jo 


等事实），关于等号部分不再证明. 



定理 1 ( Dieudonn 6 Rogosinski ). 假定 

/(么 )= z + a 2 z l + * * * + a n z n + • * • 

在 ui < i 内正则且单叶，如果〜都是实的，则 

UJ < «，= 2, 3， 4. • 、 

证.由于 /W 是单叶的，所以当0 < r < 1, 0今0 、 ar 时 

j{re w ) — fC re ~ ie ) _ 0, 


即 


r ( e ie — ( T *’ 6 ) + a 2 r 2 { c m - c ^ U6 ^ + - • . + a n r n ( c nie — c - nie ) +•••>()， 

sinO -h a^r sin 26 Hr * • * + a ^ r ^" 1 sin ^0 + • * * 0 5 


乘以 sin 0 并利用 sin 0 sin = — ( cos (/w 十 1)0 — cos (to — 1)0)， 可得 

2 


必 （r j 0) = 1 + a 2 r cos6 + (ay 2 一 1) cos 2 沒 + • • • 

+ Ca n ^ x r n — a n ^ir^ 2 ^) cosnd + • •• 今 0 
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< K 。， 0) = 1 — cos 20 > 0, 所以常有 

<Kr ， 0 ) > 0 , 


因此，函数 


d 0 ^ 


jp(sr) = 1 + a 2 rz + C a i r2 一 1) 之 2 + " • + C.a m ^ x r n — a„- l r n ~ 2 ^z n + • • • 

在 U 丨 < 1 上是正则的，且 /?[ FO )] >0,由前节引理2 知 

1 ^ 2 ^* I ^ 2 , | a^r 2 — 1 | < 2， • • • ， | a n+l r n — a n - x r n ~ 2 1 ^ 2 , 

由此 

I ^ 2 \ ^ —5 | a^\ ^ \ — a 2 r \ <2 ， 

T V 2 


当 r — 1时得 


U.I < 


2 


戊 2 


r 


u„ +l | + 2_+_U 

ft ^ 


2 


I a n I ^ n % 


§14. 把三角形变为上半平面 


寻求一个函数- gM 将议平面上以*了， 0,1， 为顶点的三角形内部变为艺平 

面的上半平面.由 Riemann 定理可知一定有-的保角变换把这三角形变为上半平面， 

且把 （; VT ， 0, 1) 变为实轴上三点（《， c )， 又有一实的 Mobius 变换把 0, c ) 顺 


次变为（一1,0, 1). 换言之：存在一函数 W =* gO ) 使 iV " 3 = 
K -0, 0 =^( 0 )，1 = K 0. 问题在于实际找出这个变换 • 考虑 
积分 g 

w ^ c\ z o + iy 5/6 r i/2 o — ty in dt^ 

Jo 

希望它合于我们的要求.它确乎将 0 变为 0,当 Z 沿实轴从 0 到 1 
时，〜也从0沿实轴变到 

r (\/ + i)_ 5/s 厂 i>2 (i — ty in dt = 1, 

今往算出 ° 




c 






oo 

= 2 (~o 
« = 0 






7 — 1/2 


3 
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即函数 


w 




1)_ 5/6 广 /2 (1 — tY m dt 


把线段0<2<1变为考虑当=在绕1跨过一个小的上半圆而从1变到 
00时的情况，则 （；? 一 1) 变为 （2 — 1)广*%因此 


w 




0 + iy 5/6 r l/2 0 — tY^dt 


+ \ x (t + i )- 5 / 6 r l / 2 ( t - 


\ y m dt 




(/ + iy 5 /$ r l/2 0 — 


l y m dt ， 


即如由 i 沿直线段 i + 变到点 







+ - \ y in dt . 


由于了 + 丄+ — = 2，这积分是收敛的. 

6 2 3 

再看当 z 绕0跨过一个小的上半小圆，而从0沿实轴变到一 1的情况，此时/变为 
因此 

w = c \ 1 (/ + 1 ) 一 5 / 6 广 /2 (1 — tY 2/}i dt 

Jo 

- - £ (1 — 0 _5/6 (—0 _ 】 /2 (i + tY m dt 

=— e 2 c \ ( 1 — /)- 5/6 / 一 " 2 (1 + = i\/ 3 

Jo 

(此值由同法算出，但需用 rwr(i -^) = 当$由 一 1 变到 _ co 时，不难证 

\ sin nz/ 

出你由 1\/了沿斜边变到 浓。 • 

因此，当 Z 由一 0 O 到+00时， w 正向地绕三角形一周.同时在上半平面 / O ) 是 Z 
的解析函数，因此 z ^ Kw ) 把三角形的内部变为上半平面. 

更一般些.•三角形 ABC 的三角各为 

Z.A = cht ， Z,B =含 it ， — 

则 


w 



0 — a )^ l 0 — 6) 卜】（/ — 


a <i b <Z c 


• 168 





把三角形内部变为上半平面，而且 B，C 三点变为〜 6，r， 这儿的々与4可由 

( (r — d ) cc " 1 (< — 6) 卜乂* — c} r ^ l dt 

j «o 1 

b ~ /([ (/ — a ) a M(z — — c ： y —'4 i 

j 〜， 

来决定，即由^ - b - ^ I* (/ - a y- i o - by<o — cy .、 dt 定出々 来:. 再由其中之一 
定出^来. 

习题 1 . W== \ X -7 T dt -\^ 把半平面变为等边三角形. 

(1 — /3) 2/3 

习题 2 . W 篇 一~^-―把半平面变为三角各为 30' 30' 120°的三角形. 

Jo (I — / 2 ) 5/5 r /3 

§ 15. Schwarz 反射原理 

定理1•设 Gm g 2 为两个互不相交的域.它们有一段共同的边界弧 c 3 设 C 为一 
Jordan 曲线段， C 的任一内点都不是除 C 以外的 Q 或 G 2 的其它边界点的聚点.又设 
fM R f 2 M 分别为 G 及 g 2 内的解析函数，在 g + c 及 g 2 + c 上连续，且在 c 上有 
fM - hOO ， 则存在一个在 G t + G 2 ^ c 解析的函数 FM ，它在 G 等于 AO) ，在 Q 
等于/ 2 0). 

证.我们定义 g ,^ g 2 + c 上的单值连续函数 FO) 为 

『"(》)， 当2 € G 2 ; 

FM = i / 2 0〕， 当 sr € G 2 ; 

TiW = /2OO ，当； 

现在来证明 FM 是解析函数，当 z 属于 G 或 g 2 时这是显然的，现设 z 属于 C ， 但作一 
可度长的闭围路£横跨 G 1S G 2 (见46图).考虑积分 

( F{z)^Iz. ( 1 ) 



把这积分分解为两个积分，一个在 G 内一个在 G 2 内（见46图），由于 f t O) WzO) 在 
G L + C R C? 2 +C 上的连 续性， 这两个积分都等于零，因之积分 （1) 也等于0,根据 Morera 
定理， FM 是一解析函数. 

定理 2 ( Schwarz 反射原理).设域 G 位于上半平面，它的边界含有实轴上的一个线 
段（区间 ） C ， C 具有和定理 1 的弧段 (： 同样的性质，设 / O ) 在 G 解析在 G + C 上连续, 


_ 


[69 






且在 c 上只取实值，则 / O ) 可经 c 向 G 外作解析延拓(见图 47). 

证.把 G 对实轴作反射，得另一区域在6上函数 

/O) = J(fj 

是有定义且解析的， gO ) 在5 + c 上连续 3 且在 c 上有 gO ) ~ / W . 由定理1立可推 
出本定理. 

习题.如果定理2中 / Or ) 在 c 上不取实值，但 / O ) 在 C 上所取的值都落在复平面 
上某一直线段7互上(即/00把 < 连续地映为^)，如何推出类似的结果？ 

§16. 把四边形变为上半平面 


命0 < 々< 1，考虑积分 


3 ft 


0 7(1 — ，)（1 — 以) 


当 〃沿 实轴由0变到1，则 


dt 


0 Vd - ，)（i — ^ 2 ) 


也沿实轴由0变到 


K 


dt 


々 ( 1-，)(1 一 ⑼. 


当=沿实轴由1变到^3则 


K + / 


dt 


— 1)(1 — 々 2/2 ) 


沿直线 认= 从 K 变到尺十 iK * ，这儿 


，= r 


dt 


VO 2 - 00 9 



再当由+变到⑺，则 


w 苗 K + ifC — 


x _ dt _ 

以 V (/ 2 - i )(々 v - 1 ) 


沿直线 v ^ K \ 


由 /C + i 7 C ' 变到 iK ，， 这儿用了 

_ dt _ 

— i)(^v - 1) 
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要证明此点并不困难，换变数^=-即得. . 

t 

再考虑当=过实轴负向部分，同法可证当=沿实轴，由0而 一 1，而二 i 而一00,则 

K 

於由0变到而 一 A ： +況’而 / AT . 

总之，当=由 一 00到00时(但须注意 一 +•， 一 1 3 诸点处都必须作一上半小圆， 

沿小圆过去)，则 w 过一长方形的边界，其边长各为 2 K 及 iic 9 因之将上半面变到长方形 


函数 


K，K + iK\ -K + iK ， ， —K. 


Z 


W 


dz 


a /(1 — 刀 2)(1 — ^ 2 Z 2 ) 


并不能用初等函数表示 出来. 它是一个所谓椭圆 积分. 它的反函数是 Jacobi 的椭圆正弦 


之 = sn 似 = sn (^;々)， 


它把矩形 



[K 3 K + iK、—K + iK F , -K] 

1 _ dt _ • _ dt 

Vo - o(i - { 2 t 2 ) 3 L Vo 2 - D(i - ^ 2 ) 



变为上半平面. 


能不能找到这样的变换，把任意长宽的矩形变为上半平面，即给了 L (>0)， M (> 
0)3 能否找到 C 与々，使 

L = CK, M = CK f , 

即求々使 


M 



__ dt _ ! 1 1 _ dt _ 

\ J 一 1)(1 —々 2 / 2 ) / h V (1 — / 2 )(1 - 次 2 / 2 ) 


= < p (々）， 


< P (々） 在0 < 々< 1中是々的连续函数，而且 

lim qo(^) = lim <p(^) 00 # 


因此任给一定有4存在，找到々后，再定出 C 来，即得所需的变换. 


附记_ 0 = sn ^ 在全平面上的情况，当 w 在实轴上[―尺，欠]之间时，方在实轴上 

[ — 1,1] 之间，由 Schwarz 反射原理，可知这函数可以解折延拓到矩形 

[—Ky —K — iK \ K — iK 、 K ] 

之中，其中的数值对应于 r 的下半平面. 

又线段[欠， A ： +次 '] 对应于 ( l ,~), 因此再由 Schwarz 原理可以拓展到矩形[尺， 
3 K , 3 K 4- iK , K + iK r ] 之中.不难证明 

sn («^ + 4/ C ) = sn w ^ 
sn + 2 K f f ) ― sn ^ 3 

即 sn w 是一个有两周期与 4/ C 的函数.不但如此 ，除去 w = iK f S . i ^ + lK ^ m^-AKn 
之外，它无处不解析. , 
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图 50 



习题 1. 用 Schwarz 反射原理，求出 § 14 所定义的函数的反函数的全平面性质.并 
证明，这函数也是有两个周 期的. 它的周期是 + 2 w + 4«/， 这儿 

w 3 u / = — ( 一 1 ±\/ — 3) 

2 

(如图 52). 

习题 2. 函数 

卜 dt 

w — -- 

V 1 ， 



把 Z 平面上的单位圆变为 w 平面上的方块(命 Z = (X — /)/(( +，)）. 
习题 3. 证明 


^_ = f 1 _ dt _ 

V (7- i)(i — 々vo — 〜 "ITT")—(1—+— 々可 

(提 示： 考虑如图53的迴道 .） 


17. Schwarz-Christoffel 法 


把多边形变为上半平面 


更一般考虑积分 


Z 


W = C 


(/ — ^i) 0tl " 1 ( / — 以 2 )“ 2 — L • •(/ — a n ) an ^ [ dt + 


■oo 


( 1 ) 


这儿 


— oo a l <i a2 


< a n < co 3 


及 


Of 


a n = n 


， OCo^Cl ， 


^与 G 是常数.我们考虑当 r 沿实轴由 一 C » 到 + oo 时， W 的变化怎样（当然当过 


It 
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〃 2 , •• •，‘时 3 作一个上半小圆绕过可能的奇异点 A ). 

首先由于当/ — 00时， 

0 — ad arl - • .0 — a n y ^ 1 « 0( U |~ 2 )» 

故积分 （1) 是收敛的，而且当 £ 沿上半小圆 

/ 5=3 + Se*^ y 0^0^ 5 t 9 S 〉■ 0 

而积分时，这积分 

0( e 〜 》 o ( l ). 

当 方 在整个上半平面，积分 （1) 是解析的单值的. 

先考虑 

[ (/ 一 <? i) ai — I * • (/ — a ”)。”- 1 ^ 

J —00 

(即 r » 1, q = 0 的情况).•当 z 沿实轴从一 oo 变到 a 时， 

w « 〆 (<*,+■• +«»，》)厂（七 一 t) a ~ K . •(〜 一 

J —00 

= [ (^! — f)。 1 — • * *(ct n — y 

J —00 

〜沿实轴由 0 变到 

A x = \ (七 一 z ) 0 * -1 * • • (a n — t) 9fi ~ x dt , 

j -^-00 

当 z 经上半小圆绕 A 后，再沿实轴由 A 变到时，〜由4变到 

A 2 ^ A, + e^ (a ^ l)ni B im 

更具体些，当^由 A 变到 A 时， w 画一线段 

似=次 + f —”4， 0 < i < B 15 


这儿 

= f (/ — — O a 广 1 . * *C a n 一 t^) an ~ X dt ^ 

Ja t 

同样，当 z 由变到 a 3 时，你画一线段 

w ^ Aj^r 厂 (〜十 0 < / < S ” 


( 2 > 


而 


命 



(/ — a x y^ l (t — a 2 y 2 ^ l (a 3 ― - *(a n — • 

J a x 



€ 


〔 c^+c ，一 2 )?i 


b 2 . 


现在考虑线段 不&与 A 2 A , 的夹角，由于4禹及 与 X 轴的斜角各等于 一 (^一 1 ) 心 
— ( a x + ( X 2 一 2) JC ， 故木^与^2 ^3的夹角等于 
依法续行，七，_ • •，〜各对应于似平面上的 

A \ 3 Ai ^ • • * ， A n y 


而且^^与^ ^ 的夹角是最后，当 z 由〜变形00吋，《/沿直线 

w = /I n 1 3 0 ^ ^ B m 

Lk A n 变到 A + 这儿 
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B n 於 



(/ 一 a H y ^ l dt 0 



今往 证明： A n + B n 

r 



=* A ly 也就是待证 

1 (a t "- -(a n — t) a ^ l dt =» 0 , 

J —00 

当然积分路线过 〜，•••，〜 需过一小半圆. 

由于被积函数在上半平面有则，画一以12为半径的大圆，上半 


平面的积分 

« 0 (^ » 0 (R _ 1 )， 

故当/? — 00吋，积分趋于0,利用 Cauchy 积分定理，立得所证. 
因此，当 z 由 一 oo 变到 oo 时， w 画一》边形，以 

^1> ^2，•••， 〆 #» 


为顶点，么的角度等于 < Vt . 

由§ 6定理1，可知 （2) 把上半平面变为《角形，同样 （1) 把上半平面变为《角形， 
它的” 个顶点是 




(/ —七）〜- 1 * • •(( 一 



+ 


在卓处的角度是 0 M 

习题. 怎样的 A ，05】，0^3 


z 


W 


0 — a { y^ l (t — a 2 y^\t — a^y^dt 


的反函数才在整个如平面是单值函数，试证仅有三种可能性，即其三角形三角 
的度数各为 



7t 7C 


5 - 5 


3 2 


It It It 

- > - 5 - 

4 4 2 


5 


宂 


3 


n 

7 


it 


3 


提示： 绕一点用 Schwarz 反射原理偶数次后回到原来的所在，因此巧 
化是 自然数，又有0^ + 052+053=1，因此仅当 


这 i 


，这儿 




^2 




1 ， ^1 ^ ^3 ^ 


时，有此可能. 


§18.续 

现在证明把上半平面变到多边形的 一一 保角映照，一定是上节中所讲的形式. 

首先，由 Riemann 基本定理，必有函数 w =- / U ) 把上半=平面保角且一 一地映照到 
多边形的内部△上去，我们 约定： r 平面实轴上三点（例如 a 23 « 3 )与△的边界上的三 
点(例如三项点 j 2 , 4) 相对应 ，由 § 1引言中所述的定理2, /00唯一地决定了，这 
函数把顶点山， • • * 3 变为^轴上的《 _ 3个点《 4 , • • • 现在来找出这函数的解 
析表达形式. 
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当 z 在实轴的每 -- 段（ 4 , 4 +1 )上，/0?)画一线段，由 Schwarz 对称 
原理，可以把这函数经这线段解析延拓到下半平面内去，这函数的解析 
延拓作出一保角映照，它把下半个平面映到依线段 A k A k + t 对称，△的 
影子上去，它的影子是多边形这解析延拓又可以经任一线段 
a k ^ d 而被延拓到=的上半平面上来，这样的解析延拓所作出的保角 
映照，把上半 z 平面映到依 A k ， A ^ 对称 ， △'的影子△"上去. 

假定我们已经完成了一切可能的象上面所说的那样的解析延拓， 

一 般说来，结果将是一个多值函数(可能是无限个值的函数 ） w = F ( z ). 

对这函数来说，原来的/0)是它在上半平面内的一个单值分支. 

假定《> = roo 与 w 是函数 FM 在上半平面的任 

意两个分支按照 FM 的构成方式，由 /* 到/〜是经过偶数次对称(反 
射)而来的，对任意两直线各作一次反射得一 Euclid 变换， 即偶数次对称结果是 

广 *0) «一/*0) + «， 

对下半平面来说这结论也是正确的. 

考虑函数 、 

gM = O ) = log /' O ) ， 

由于在上半平面 / GO 是 一一 的保角映射，所以 /' O ) 在上半平面 “ 0,因此 sO ) 在上半 
平面是解析的，又由 

广 ' w =， ru )， 

所以 gM 是单值的，对下半平面可作同样的讨论.因此在整个 * 平面上，除2 A 之 
外， gO ) 无处不解析，而是单值函数.由于 z = 0 O 变为多角形边上的某一点，而非顶点， 
因此 gM 在无穷远点也是解析的. 

我们现在看 gOO 在2： = h 处的性质 5 取一个分支/0)，则在 z ^ a K 附近 

/O) = A k + (z ~ a K Yk{c Q + c v {z — a k ) 4- *• •}• (1) 

要证明此点可以考虑 

(/(«)— O 1 / o 々 = coO ) ， 

当 Z 绕 h 画上半个小圆时 / O ) 绕画因此，当=通过 A 的直线时，《00过一经 
过的直线段.由对称原理可以展为 

«►(»)= C^z ——+ C 2 (z — a K y . ， 

因而得出表达式 （1) 来. 

由 （1) 推得 3 在^ = ^附近 

r z \ = / 〃 0) ㈣ O 々一 \)a k c Q {z — a k Y^ + … 

fM cc k c Q (z — a k yfi~ l + * • • 

―---+ 4 - c[(^z — “ 是 )+ • • • ， 

怎 — 

即 gOO 有一一阶极点，留数为％ — 1 ( 4 / 1 ). 

在整个平面上 gO ) 有 I * 个奇点， 
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G(sf) = 犮 O) 


_ C£ t — J 

z — a 


z 


a 


是一个在整个平面上解析的函数(包括 00)， 因此它是一常数 
又由于/(0)在5? = 00处是有则的， 

/ O ) =办 + & 丄 d _ p 


_ 




z 


P 十1 


及 


gM 


pip + 0 


d ' 


p 


z 


p 


十 


p 


pd — 


z 


z 


p 十 1 


于是 K 00 ) = 0，故 G ( oo ) 


，因此 G { z ) = 0, 


gM 


log /'(0)= 戊 1 -- 

dz z — 


a 


沿上半平面中任一路线积分可得 


fM = c(z — a ^ y^Cz 




即得所求函数的形式是 

/ C ^ r ) = c 


% 


(/ — A )、- 1 * • .(/ —〜一 1 J 


1 JL. •" 

2 • 


/7 —**■ 1 

， • 十〜 — L ， 


•O — a„) a »~ l 9 

(2) 


(3) 


00 


也就是上节所讲的变形是必然的形式. 

附记.由 （2) 可知，当3 r > a * 时， 

arg f O ) = arg r 5 

线段（〜， A ) 经 a = / OO 而变为《，因此 arg c 等于线段圮 A 与 x 所成的角度. 
给出了一个顶点的位置可以确定要确定 A 与 | d 可以利用已知多边形的边长 

A k A k+l = k | ( ^ +1 |/'W \dx, 々 ^=l ， 2 ，."，n — l 

来决定，因此在实际使用 Schwarz-Christoffcl 公式时，我们要解超越联立方程组，这可以用 
多变数牛顿法来寻求其数值解. 


§19 .补 



以下一些结果我们不加证明： 

1°多边形有一顶点是 ^ = 的象, 则映照函数为 


z 


W ~ C 


Cz — ，-(之— a n - l ) &ft - l ^ l dz + c 


x 


0 


o 


多边形有一个或几个顶点在无穷远处. 


Schwarz - Christoffel 公式仍然有意义，但要把无穷远处的顶点的角度理解为夹这顶的 
两边的夹角的反向，即如图56所示. 


o 


把多边形外部变为上半平面，假定它把00变 为〜则 


z 


W 




"少—^)-- 1 X ( — a)2(a _ - )2 


• m • 








4° 把单位圆内部映到多边形内部上去的映射 

w c \ (怎— — + Ci ^ 

这儿&是单位圆上的对应于多边形顶点的点. 



图56 图57 
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第十一章求和法 


1. Cesaro 求和法 


定义 •命 a iy •••，〜，•••* 一 个复数贯，而且命 


4。) = a 0 + 


• • • 


" 

Sn 


+〜， 

+ 4 0 )， 


/ 

^0 


S 


n 


s ^ = 4— 1 ) 


s 


c*-l) 


參 


如果 


n~*co 打々 


S 


( 1 ) 


则级数 


00 + 01 + • • • + 0 


n 


( 2 ) 


称为在 Cesaro 的意义下可々级求和，其和是^或简称为级数 （2) 可 （r ,々）求和，或 （ r ， 
V 和等于 h 或记之为 


00 


a 


n 


， 0,0. 


命 


U ) 


} n 


n 


(”十々）！ 


s 


U ) 


则 （1) 与 


Hm = s 


« -►oo 


0) 


等价 • 


定理 1. 如果一级数的和等于^则 1) 和也等于 L 
证.由 


〜主+ 0 ( V )， 

次！ 


可得 


n 


n 


’ - § ❿ 4 § v 4 ( 券 + 。 w 


十1 


o ( n ^ 1 ) 


sn 


々 +i 




U + 1) 


oC ^ +1 )* 


特例是/和就是普通的收敛，因此一级数如果收敛，其极限是 G 则任何次 Cesiro 和 
也是以 < 为其极限. 
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定理 2. 如果级数（ 2 ) ( q 々）可求和，则 




证. 由定义 






S 


n 


K \ 


n 


o 


0(«々）， 


馨 


因此得 


_U-i) 

n 




一 = 0(« 4 ) + O(n^) == 0(»^), 


及 

4 。) = 0(n^) 9 
a n = 0{ n k ). 

CO 

定理 3 •命 f ( x ) = 2 如果 （ 2 ) ( q 々） 可求和，则 

n = 0 

lim /(x) = s, 

x-*l-0 

证.由定理 2 可知，当 U | < 1 时， 

oO 

fM = 2 a ^ xn 

n = 0 

收敛，并有 


«0 

/OO = (1 — 八 0 、 rt = (1 — ^) 2 2 s ^ n 

n~0 


00 


40 


=S . • • ES 


*» = 0 


(1 — x )^ 1 U 

« = o 


现在 


n 


U > 

n 


n 


o 


即对任一 5 〉0，当 n > ”。 (5) 时， 


s 


U ) 


n 


n 


k 


n 


< 8 


_ 


因此，当 0 < x < 1 时， 


« = 0 


n 


— S 




« 0 _1 





x 


n 


fi 0 -l 




即得 



(4) 
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(注意当 r 


时，分母变为⑺ .） 因此，当 I 


吋， 


00 


«c 




n--Q 


2 

0 


n 


x 


n 


oo 




E 

«=o 


n 


(5) 


x 


n 


由于 


2 

« = o 


n 


x 


ft 


x 


* 


oo 


n(n — 1)...(« —々 + 1 )尤”4 


d k 


典 


: n = k 


dx K 



X 


n 


« — 0 


1 


x 




^ I dx ^ 1 一； t (1 一 jt ) 灸十 13 


(5) 式分子分母同乘以 （1 — 则得 


lim 

龙 — 1 


fix') — SX 


0, 


即 


lim f { x ) — s 

x^l — 0 


例 


1 - 1 + 1 — 1 + …= 丄， O, I). 


例2 


1 — 2 + 3 — 4 


4 


， O , 2). 


但这级数并不0, G ) 收敛. 


§2. Holder 求和法 


定义.命外， A ， 


_ * * 


… 


是一复数贯 ，命 


hn } a 0 + 


a 


n 5 


h , _ ) + … + # 
n n 一 』 


n 


hn 


ho + # • * + Jt n 


n 






_ _ _ 




n 


即逐步求平均值.如果 


则级数 
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lim h 、 r k 、 = s ， 

fl -»C» 

tf ® + + , • • + U n + • * • 


⑴ 

( 2 ) 





称为在 Holder 意义下可灸级求和，其和为 G 或简称为 （2) 可 （ H ， 0求和， （ H ， 々）和 
等于^或记之为 

• . • + + ... = s , ( H , 今)， 

或和，为贯 C 的 （ H ， 0极限. 

现在也有(并且较易)与§ 1定理1，2, 3相仿的结果，即 
定理 1. 如果 （ 2 ) 的 （仏0 和等于 h 则 （ H ， 々 + 1) 和也是 f . 

(由于如果 hir ”— s ，则的平均值也 
定理 2 . 如果 （2 ) ( H ， 0可求和，则‘ = 0(^), 

证.由 以 — s ，可知 


把 、= 0(1), 

把 -0 = ^ -j- 1)A 二、 一 nh^\ 0(n) + 0(») = 0 (”）， 

A (: _2 ) == (n + — nh\}:)、 = 0(« 2 ) + 0(n 2 ) = 0(n 2 ), 


以及 

= o(?〆 ）， 

«« * HT - - o(n^). 

定理 K 如果 （2) ( H ，々） 可求和，则 

lim /0*0 = s t 

工 — 1 — 0 

这定理我们将不再证明，因为它是以下定理4与上节定理的直接推论. 
定理4 ( Knopp - Schnce ). 对一固定的自然数々，如果 


则 


€ 


U ) 


n 


S ， 


S, 

而且反之亦真. 

换言之， Cesaro 求和法与 Holder 求和法是等价的, 
在证明这定理之前，在下节先证两条引理. 

习题.研究以下级数的求和问题 

1 弋— + 3弋 _ 4^ + • * • 


§3. 与均值有关的两条引理 


引理 1. 假定 h ， •…， 


• 4 * 


9 


是一个复数贯，2是正整数，并假定 


X 


n 


<1 


X 


X 


n 


n 


则 


^ 0. 


证 * 简书 


y« = qi^i + 


» * ■ 


+ x^) 4- nx n = -h 


* • * 


+ + (” + 心龙 n 


⑴ 


⑵ 

(3) 
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则有恒等式 

竹 n 

^ yv(v + 1 ) …(V +《 一 1) = (« + l )( f 2 + 2) …(” +《)2 

v = 1 1； ；= 1 

当《 1时，这恒等式 

y x * 2 •. •彳 3=3 2 • 3 . • •( 彳 + 1)^! 

就是（ 3 ) 在《 1时的特例.假定 （4) 对 》 — 1时成立，而往证对 》 成立. 

定及 （3) 可知 

13 

2 y^ v + 0* * + g — 0 


X 


y v (^v + 1)* * *(v + ^ 一 1 ) + y rt (^ + 1 ) * * + q 一 1 


V 


n 




n(^n + 1) • • • (n ——1 + q) > ] x v + [令 (A + • • • + jr rt - x ) 


V 


+ (^ + 分)文》](打 + i )** + 兮 一 1)， 


即得所证. 


由 （1) 可知， y « = oO )， 即 


yX v + 1 ) * * # + ^ 一 1 ) = 〆/)• 


故 


n 


2 y v (^ + l) # ■ *(v + q —— l) = o ( v q 

= 1 




V 


由恒等式得 


n 




v 二 1 


(/2 + 1) • * * (^n H~~ 分 ) 


o ( n q ^ 1 ) — o (”）， 


n 


nx n == y n 


分 S ^ = C ?(«) + o ( n ) = o ( n ) 9 


V 


即 


〜= 0 ( 1 ). 


引理 2 . 假定 A 是正整数及 


k 


X 


n 


+ 々- 1 + • ■ • + X n 


r 


9 


n 


则 


r . 


证.命、 一 r 二％,则由假定推得 


Z 


It 


々— 


z 


z 


ft 


9 


n 


即 


%+ - 1)(^ + 


» « * 




由引理 1 可知 


C 4) 

由归纳假 
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怎 ” — 0, 




§ + ( c ，0 与 （ H ，々） 等价性的证明 


给了一个复数贯 


〜欠1，尤2 

用 MCO 代表由算术平均所得出的数贯 


x 0 


太 0 


2 


龙1 ^0 

5 


尤2 


尤0 +尤1 


3 


w + 1 




对任意二常数+ bx n 代表数贯 


ax 0 + a 


X 0 + 


2 


bx 


+ 




+ bx 


n 


算子 y#l = aM(xJ + bx n 把数贯 {； t } 变为数贯 { y }， 



这是 U } 的更一般形式的算子的特例: 


yo ^ 

= ^00^05 


yi = 

=^10^0 + 


Vn = 

二 C n 0 X 0 + C nl X x + - ' 

_ • + 〜 


如果有一这样性质的算子由 {4 到 { y }， 另一由 { y } 到恤}，则连续运算仍然得一个算子 
由 （4 到{*)，称为上述算子的乘积，这样的算子适合结合律，一般并不适合交换律，但两 
个算子 

aM { x n ) + bx m9 aM { x n ) + i / x . 

则是可以交换的： 

a M(aM (^ rt ) + 办 x ，） + b \ aMC x n ^ + ^ x n ) 

=aa MM + (^a b + 厶 'a)M (: t*) + b f bx ny 
aM(a'MCx n ) + b r x n ) + b^aM^x^ + b f x n ) 

=a aMM^x^ + (^ab^ + ba^M + bb’x n . 


二者相等. 

对正整数彳，我们特别定义 

T^(x n ) = - — M(x n ) + 4" ^ 

k K 


故 7\ 与 M 可交换，因此任二 TV 乃是可交换的. 
由、 — < 可知 


T 如卜宁, + 妒〜， 
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又由引理 2 可知，由 T k ( x n ) ^ s 可得 l 
先证恒等式 


即 

甶 

推出 


M ( 



1， 




n 


1 



i k) = s^ x + 4 卜 °， 


# 这 ♦■ + k —J . h a + i!L± k - 1)1 e ” ， 

n \ k \ n \ k \ ”！ （々—1)1 


耖 ” =(,+ ^ - nc^ =( 々 - 1)^>+(( W + 1)# 一 nc、d 
即 


m 


々2 

奴二 o 


々 o = (々一1)2 々 + (w + 

n=^ 0 


⑴ 

( 2 ) 


这就是恒等式 （2). 
今有 


= 4 0) = 




5 





f 

n 


w + 1 



r 

f$3 


简书之 


则 


A ' 〜 , ， 

h n ― M ( A r ) — M ( 〆 ）= 了2( 〆 ）， 

h /f/ = MO ") = MT 2 ( c ff ) = T 2 M ( c f ) = TV / 1 //")， 


* 


如果 


则依序得 


= M (A c ^^ l) ) — M T 2 7\* • ’/■"(〆 々 - ”） 

- A7V • .7^—4/(〆 卜。） = T r *U\(cM)) 9 


lim 

?J -> oo 


&(，々)）— >•， 


h ( ^ = r 2 ?v ••: r 々 ( ，々 )）〜• 

即得 

Schnee 定理 .由 

lim c { n k) 〜， 

fl 今 oo 
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j__ -4^Ja 


4 ■- .-u- H ^ x 





可得 

反之，如果 

则由引理2逐步推出 

就是 

Knopp 定理•由 

推得 


lim 

71 *>00 

h 、》、— > s , 

T,T r ^T k (c^)^s 9 

了 v *. f ， 

* * * * * * • 

r 々( V 々)）— 


lim = ;， 

H —►co 

lim 





不难证明 


n 




n + ^ + \ 




(在 （1) 式中命 — a n ^ ■— — 1.) 
(2) 可改写为 


n 


C 


U ) 


n 




«I 


0 


n 


(jn — . I + 々 ）•••（” 一 l H- 1) 

(^n + + 1) 

^ r(n — / + ^ + i)r(^ + l) 这 

i=o r(f? + 々 + i)r (” 一 / + l) 

则对非整数七我们也可定义 g ， 彳）求和法. 

在研究 （ c ， ce ) 求和时，我们假定0>—1，如果 


C 


( a ) 


n 


r(n 一 / + a + l)r(n + 1) 

/ =o + ot + i)r(« — / + l) 


& 


则 


“C + 夂1 + 


* 攀 ■ 


a ” … 


^ ( c , a ). 


我们不深入研究 （G a ) 求和的问题，读者可以自己证明；如果则由 


可推出 


00 + 從1 + 


* « * 


a 


n 


S 


， （（ 5 0) ， 


a 0 十 a 


a 


n 


， （¥')• 


§6. Abel 求和法 


定义 .命 


如果 


/(^) = a 0 + a x x + 


■ _ » 


+ 


n 


5 


lxm fix ') 

* 冲 1 一 o 


存在而且等于 S 则称级数 


00 + 泛1 + • • • + + • * • 

可以 Abel 求和，它的 Abel 和等于：，用符号 

+ • • . + 〜+ • • • = S ， (/ i ) 

表之. 

上节已知凡 （ c ，0 (或 （ H ， 々)）可求和的级数一定可以 Abel 求和，反之并不真确. 

例如 


/(^) e l ^ x s 


oo 

« — 0 


在 ui < 1 内收敛，而且 


llm f(x) e 1 9 
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但如果 


00 + + 02 + • _ • 

是可灸阶求和，则即有一常数 P 使 

UJ <0. 

因此，当0 < r < 1时， 

1 « 00 + jL\ 

e T^7 « /( — r ) < XI UJ < P 2] ( ) r rt 篇 P(1 — ’)—(* +1) * 

n = 0 n = 0 \ 弋 / 

当 1 时，这式子不正确. 


峰 


般求和法简介 


提高一步，命 

00 

== C mn^ny 汸 = 0 , 1 ， 2 ，…， 

« = 0 

如果由 

H m ^ rt ^ i , 

JI *>50 

可以推得 

lim t m = s 9 

” ！一 ►« 

则 （1) 可以定义一种求和法 .S 5所说明的 （ C ，《) 求和就是这一类. 
又命 


00 

= 2 C nM^ny 
= 0 


如果由 
可以推得 


lim s n ^ 

ff ->00 

lim /( ar ) = s 9 


则 （2) 也可以定义一种求和法. Abel 求和法 


00 00 

= X) a〆 = x n (\ — x)s n 

rt = 0 r# — 0 


Cl ) 


就是一例. 

求和法 （ l ) 将以方阵 D 表之 .（2) 将以 c n M 表之. 

在附录中将寻求必要且充分的条件使 （1) 把收敛贯变为收敛贯，把收敛于 < 的贯，穸 
为收敛于 < 的贯. 

有两种求和法 p 与0，如果凡是可以由 P 求和的贯，一定可以由2求和，则称为 Q 法 
强于 P 法，以符号 


P<Q 
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表之. 


以上可证明，如果'，则 


而 

关系 < 显然有传递性，即由 
可以推得 


( C ，々）<( y )， 

(c ， 0<^ 


P<0 




PCR . 


我们有以下一些问题: 

1 ) 定义一些求和法. 


2 ) 求和法之间的比较，孰强孰弱. 

3) 加上何种条件，强者可能变为弱者. 

4 ) 把收敛性改为渐近性，如 s n 〜 an fi . 


§8. Borel 求和法 


命 

to 

JM = Xj Pn x% 

- 7-0 

代表一个非多项式的整函数，而且 Pn>0. 我们引进一种求和法 


则称为 k — X ，（/)，或 

即级数可•/求和. 

取 

则得 



U 〜（/)， 

n = Q 


Pn 




这是有名的 Borel 求和法，以 ( B ) 表之， 

定理 1 . 如果 

€0 

2 % “ 

77 - 0 
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则 


« 


2] 〜 = 《，⑺， 

» = 0 

或 S —f 则 S n ~* S , (/). 

证. 并不失普遍性，可以假定， = 0,给了 s > 0,当《 > Y 时 

U.l < e. 

如此，则 


00 


〉: pn $ n xfl 


二0 


< 


N 


2 Pn S n 


X 


n 


n = 0 


00 


S 2j PnX n < 2 /v〆 


»—N + 


N 


w = 0 


由于 / O ) 非多项式，而且 h > o ， 故对任意々，常有 


lim 


0, 


因此 


CO 


2 Pn^nX n = OC/W). 


« = 0 


即得所证. 


现在再介绍 Borcl 求和第二法•若 


oo 


X 


ca 


x 


n 


rx 


0 


^ Zj a n 

n — Q 


n 


o& 


则定义 


定理 2 •命 


dx = 

iim \ 

—X ， 


Jo 

A 

n 

□0 

n ^ j 

( 召 ')• 

n ^ 0 



aijc) 

QD 

=s 



« 二 o 



x 


〉 j a n - 

o n 


如果当 r —00 时，厂 — 0，则与 S ' 二法是等价的. 

证.命 


TO 


X 


y w = 2 〜- 

n = 0 行 


n 


_ 


e 


不难 证明： 如果对所 有的％ 收敛，则 ^ oo 也对所有的 X 收敛. 


=S , /w =2^—3 

n\ 


x 


x 


X 


^ ’“'（0心 = e " x aix ) — ^0 + | eSi/X 
o lo 


€^ x s(^x) — a 0 


x 


d 


X 




= l c ~ X s X 0 ~ 

o at Jo 


X 


0 


00 


€ 


E ( 

« — 0 


f* + l 


s n ) — dt 


n 


厂 f 2 ^n+! — dt 


o 


n 


X 


0 


e ^ l aXt ^) dt . 


S 

« — o 


并且反之亦然， 


(1) 


⑵ 
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比较 （ o , （ 2 )得出 


(3> 


e^ x sQx") =* e^ x aQx^) + \ 

Jo 

这就是定理 2. 

由公式 （3) 还可以推得更深入的结果. 

定理 3. —级数如果是 （ B ) 可求和 ，一 定是尔可求和，即 

B < B \ 


命 

J e~*a(j)dx = 4>(S), 

如果这级数 S 可求和，则由（》可知 

4> iyc ) + </> / (^) — > 

因此定理3的证明归结为求证以下的 

引理. 假定洽 0) 有连续微商，如果当 r — co 吋， 

小（ X ) ~h 殄（^) 0， 


则 

0 * 

证 .1) 如果当 X > A ： 吋， ^\ x ) > 0,则少0)是单调增函数，故有极限 /( 可 能是: 
+00). 由假定 〆 (¥) — —“由 令'00 > 0 可知 / < 0•由 


<^ C x +1) 一 必 （欠） 




欠十1 


X 


4>’ (j) dt —► —l 9 


可知除/ = 0外无可能. 

2) 如果当: T > X 时，杏'0)<0,同法可证本 定理. 

3) 不然，则 〆 oo 变号无穷次，因而有无穷个零点，即 </>oo 有无穷 个极大极小. 假. 
定在^ = U 2， …时 小 （ X ) 给极大值，贝 U 由 


</)(>,) + 必 '( A ) = </>(^<) 


可知 


又假定在 X 



lim 4>(xi) = 0, 
|- — 00 

cf > Cx ) 给极小值，则 

lim <p(y^) = 0, 


因此 


lim 0(^r) = 0, 

X->00 

有 s ' 可求和而 s 不可求和的级求存在，例如 


则 


( — 1)^(2^ + 1 Y 

(2p + 1)! 


jO ) 



( — l) p (2p + 2) 
(2 户 + 1)! 


eo 


一 1) 


y _ 

+ 1 )! 


(2 沪十 2)JC 
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e ^ a ( x)dx = f sin 仙 =f ^ du . 
Jo Jo J 1 U 

但 e -^ aix -) 并不趋限，所以并非 （ S ) 可求和. 

但由等式 （2) 可以推出 
定理 4. 以下两个式子是等价的 

00十 A + 0 2 + ••- = (5)， 

a i + a 2 ~h • • • = s — “ 0 ， ( B 

注意 


与 


a x + a 2 + * * • = ^ - a 0y (B) 


并不等价. 


a 0 + ^! + … • = s 9 ( B ^) 


§ 9. Ha rdy-Li 11 1 ewood 定理 


定理 1. 如果 2 = i ， 0, 々）， 々是整数 >1 ，及 

= 0(” 叫）， 


则 1： 〜收敛于 

定理 2. 如果、是实数，々是整数>1，及 


na n > — H ， 

则 s 〜收敛于：， h 是一正常数. 

定理1是定理2的自然推论，因为分开^的虚实部分即可由定理2推出定理1来， 
命\== ”〜， 由匕定义了5和由〜定义4的方法相同.定理2的证明依赖于 
定理 3. 假定 (c, 0 可求和，0,则 Sh ， O , 々 一 1) 可求和的必要且 
充分条件是 n * 1 - o (^). 

定理 4. s a n ( c , 0 可求和 U > 0) 的必要且充分的条件是级数 

v — 巧 -1 ) « y _ (« — 1)! _ 

»=o /« + ”二。（々 + 1)(々 + 2)_ _ •(” + ^) 

V , r 


收敛，或等价于 


收敛. 

因为 


由 


十 1 n 卜° 


00 00 

a » Xft = (1 — 

« = 0 « — 0 


TO oc 

na n^ ^ (1 — X^ K 2 T { ^ l) X n ^ 
n=Q n=0 


， 191 • 



可得 


t 


to 


m 




(1 — r) 先 T$- l) x n ， — Jt 々 (l 一 x)— 1 2 j 一 + (1 — Jt)* 


« — o 


« = 0 


« — 0 


CO 


00 




(1 — (々 + ”)八卜。尤” 一 々(1 — Jt ) 卜 1 f U - l) x ff 


n = 0 


n — 0 


(1 — JC)* 


(S a 

\« = 0 


«Q 


+ n)s [ 卜 x n 


々 S ^ 


U ) x « 




» = 0 


因此得 


巧 -1 ) =(々 + ”)4 卜 0 — 


再由 


乂 t — l ) 
n 


XK ) — C W 

n 3 «— 】 


可得 


A n 


ns 


u )— 


n 


(n + 


由 （1) 及 （2) 推出 


XK -1) 

n 


S 


U ) 


n 


_ 


n 


々— 1 


n 


n 


々 — I 


k 


k 


及 


XK ) 


,u) 

«—i 


_ 


n 


n 


k 


命 /7=^1，2，* m ， AT ， 而总加之得 


K 

k 


l 


n 


n 


k 


Xk) 

N 


N 


N 


^0 


S 


7 ， u - i ) 

± n 




n 


n 


k 


n 


k 


⑴ 


( 2 ) 


⑴ 


(4) 


由 （3) 推得定理3,由 （4) 推出定理4,由 Stirling 公式可知定理4的两个结论的等 


价性 • 


定理 2的 证明： 不妨假定 H 


. 如果 ^ 0(«*)，则有一 c > 0,使有无穷 


个 f 3 使 


JU-D 〉 


cn K ， 


⑸ 


或有元穷个《使 


了铲 ― 1} < — cn\ 


( 6 ) 


先假定有无穷个 W 使 （5) 成立. 


若巧>1 反 N < 小 V ，则 


N 


7* U - i ) 
L n 



U - i ) 


2 


n 


o 


v + 々一 
々一 1 


N 一 v + ^ — 1 
{ — 1 



b 


» 


n 

E 


n — v + 々一 

务一 1 
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⑺ 



由于 -1 及的系数是正的，所以 


N 


T 、” 一 > — 2 


n ― - v 


-1 


1/ = 0 


n 


~ ■ 1 


/ 


N 一 v + 々一1 
\ — 1 


- 2 

V =』v + 


n 


v + \ — 1 

々一1 


因此 


yU-O 一 了3-1 )〉— 


N + 


.r • —r - * 

EHX 


n 


々 一 1 
■r 


n 




iV + ^ — 1 

K 


N K 


所以对任一 s > G ， 充分大的 iV ， 适合于 AT < 〃 < 7/ iV 的 n 常有 


r ^-° - T ^ l) > — — ((1 + s ) 铲 — Cl — sJ ) N \ 


取 S ，7/ 使 


n 卜 0 -以 1 ) 


—— cN ^ 
2 




由（ 5 )式（” = A 0， 则 


7^—i) > ±- cm, N<n< 7]N 9 

2 


ri 


故对充分大的 w 有 


f]2H〉± cN k 免 

’ 」 乂十 1 2 * 11 


> 丄 cN k 


(7J — l)A/ _ c ( t } — 1) 


N 


n 


N 打 


々十 i 2 


(vNy 


十 i 


2 tj^ x 


这对无穷个 W 正确.因此定理 4 中的级数发散，因此 S 〜的 （ C ， 彳）和不存在，因此不可 
能有无穷个《使 （5) 式成立. 

同法(但取 （( iV ， AO , e < 1) 可证，不可能有无穷 个”使 （0 式成立.因此 n *-°= 
0(^)，故由定理3可知 S 〜 （ C ， 々一 1) 可求和. 一 次一次地降下来可得 S h 收敛. 


§ 10. Tauber 定理 


定理 1 ( Tauber ). 如果 a n = o 


n 


^0 + a \ 


，则由 


ci n ■+* 


» ♦蜃 


s 


， （ A ) 


可得 


口 。 + A + 


* # * 


a 


n 


S 


■ 


这定理等 价于： 如果当 k |< l 吋， 


CO 


joo = 2] 


X 


n 


n — 0 


收敛，且 na n — Q 及 


lim /( 方 ） = 0, 

JC 〆 
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则 


证.命 


则当 < 1 时， 


CD 


2 = °* 


« = 0 




2 、，讲 = 1， 2 


«=o 


CO 


— fM = 2 j 〜 (1 — r” 一 2 a nX n . 


n 


n —m+- 


由〒 1 _ = (1 + *r)(l + X + • • • + X n ^ 1 ^) ^ ^(l — r )， 所以 


m 


oo 


Um — fO)I < (1 — x) + [ k 




n 


n —m-{~ 1 


命 


8 


则 — 0 .故 


m = max 

n>m 


n\a n \ 


ca 


co 


oo 


S \ a n\ xn = 2 ] n 


7 i —r» + 


« =m+ 1 


“n \ —X 

n 


< S — < e 


m 


n 二 m+ 1 


m 


m 


(1 




x 


另一方面，由 n\a n \ 0 , 其算术平均当 ra — oo 时也有 


m 


m 




_ 


n 


命 


X 


1 


m 


，则当 m —► 00 时， 


s m -f ti¬ 


nt 


m 


^ — 2 n \ a n\ + ^ 

m — 


m ^ 


n 


因此，由 0 ,可知 ‘ —o. 


附记 l. 我们并未完全用到假定 “/ 0 )->o” ， 而只用到 u f(i 


m 


上 


na 


n 


，则可推得 “/OO — 0 ” ，其理内 是：由 

\na n \ < c 


可知 


\fM\ 


00 


ft 


0 


2 j na n^ n ~ l < c X n 


-1 


€ 






n 


1 — X 


Co<^< i) # 


故在 


m 


<Z x <Z l 


w + 1 


中， 


fM -/ i - 


m 


X 


X 


fiy)dy 


< 


m + 


€ 


X 

m 


dy 


1 — 1 


m + l 


c 


m m + 1 


(m + 1 ) 




c 


m 
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”.但加 



此处只与 m 有关，而且 4 0. 

习题.在怎样的假定下，可以由 

推出 


+ • * • -\- a n + • •. = s 9 (C 灸 ) • 

附记 2, Littlewood 把条件改进为0(丄\如果、是实数， Hardy ^ Littlewood 更改进 

\ n / 

为 > HA ， (H < 0). 这一深人的结果如不与§9的结果对照以观，将觉得非常突然- 


11. 在收敛圆圆周上的渐近性质 


定理 1. 假定“ > G ， t n > 0 及级数 


/0O = S 〜 six) = S b n x n 


在 0 <x < 1 处收敛，而在 ； c 


处发散.如果 


“ 嫌〜 cb n ， n — 00 , 


则当1时， 


/ 0 O 〜 cgix) % 


证•给 e > [)，有 iV 使 n 时， 


a n ' I < ^- & & n ， 


. \ r f 

故 


1/00 — eg (x} I 


*w 

2 j (〜 一 ^^ n) x 


N 


<0 


^ 2 j 一 ai + s 2 办 〆 

« — 0 i #= N + 1 


N 


^ 2 Ui ■ —〜 1 + qoo . 


由于 gM ^ 所以可取 5 使 4： > 1 — 5 时， 

N 

\ a n — Ch n \ < £g{x) m 


即得当 x > 1 — 5 时， 


1/00 — qO) I < 2egCx) m 


定理 2. 仍然假定 0< r < l 时级数收敛.命 


k = 十 a + 


# 傘 ■ 


a 




+ ^1 


假定、> 0 ， in ^ 0,及2 k 与2 G 发散，如果 


c t n 


则 


/O) 〜 Cgix) 


« 


证.当0 < r < 1时， 


to 


b 


00 


iOO = (1 —尤 ） 2] J〆 ， g( x ) = (! ~ ^) 2 ^ xn y 


* 195 • 




由定理1， 


to 






c 


« — 0 




所以得出本定理 


n — 0 


(读者试自己推出高阶和的对应定理 .） 
特例：如果^ 〜 


则 


/W 


C 


1 


X 


例1_若户< 1，则当 Y — 1时， 


00 


NT^ X n 




r(i — P ) 


(1 




X 


由于 


)1 一广 • 


(1 — : r ) 卜 1 


及 


—1 r (^ — /> + 1) rt 

r(i - p) 1 —(“. l) ~ 


n 


p 


r ( n — /? + 1 ) 

~T{n + 1 厂 


故得此结果. 
例2.命 


F(a ， 戸， r ， r) = l 


x 


* r 


如果 os 


05(05 + 1 ) 8 + 1 ) 

r(r + 1) 


_ ? 


x 


> r ，当 r — 1 时， 


F(<x, ^ r? x) - 二 W 

r ( a ) r ⑻ 


而 


(1 一 x ) a+fi 一丫 


F( a ， 之《 + /? ， x )^I£sl±H 


r («) r ( 〆） log I 


X 


定理 2 能否有逆定理？不行，例如 


fix ) 


00 




(1 + x) 2 (l — 4T) 


(1 — x) 2] (« + l)x 2tt 


n — Q 


00 


S ( n + 1)(—— 丈 2 ” 十 0, 


n = 0 


此处 s 2 mA-i 




0 + 0,而&« =相+ 1，故&有无穷振动的情况•但 


/W 




4 



1 




x 


)• 


这个例子的系数有正有负，我们假定系数非负，能不能找到逆 定理？ 回答是肯 定的. 


12. Hardy-Little wood 定理 


定理 1 ( Hardy - Littlewood ). 如果 a n ^ 0, 
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/( x ) 5=3 XI a ^ n ~ ~ -- ，当 $ — 1 ， 

n = Q 1 " X 

则当 r ? — oo 时， 

n 

h d ，〜打 • 

v ^ 0 

作为比较，先证明一较容易的定理. 

定理 2. 假定 a H ^ 0 9 « *= 0, 1，2 …， 

C 0 

/oo = 2 这 〆， o < 尤 < 1 ， 

» — o 

如果 

-^― » /W >>7-^—, 

1 — X 1 — X 

则 


逆定理十分显然. 

证 .1) 显然有 


取^ 则得 


n 》 s n 》 ？!• 


n 

Sn^ < 2 a ^ Xm ^ f( X ) 《 

(77：=* 0 



^ « —- ~r« n 9 

C t -n 

1 — € 

即 


S n n m 

2) 由 （1) 可知 

00 ft 一 1 

/o) = (i — ^)5] 心 〆 71 《 （1 — x)s n y^ i x m 

m — 0 m 二 0 


即得 

取 a : = e_ kfn ， 


所以 


00 

+ (1 — at) mx m 《 ^ + 

n 



nx n —™ 


， fl 

1 —— x 


1 — at — 1 — e _ x’ n 



€^ l dt ^ 


l 


n 



当 A 充分大吋 


Sn » n. 



但是 Hardy - Littlewood 定理的证明并不容易.以下是 Karamata 的证明. 
1) 先证对任一多项式 pO ) 常有 


GO 


lim (1 — X ) a n x n p (^ x n ^) = \ p ( j ) dt • 

o 


CD 


x 


n =： 0 


甶于可加性，如果证明即得所证.而 


00 


lim (1 — - r ) a n x n ^ ln — lim --- (1 — /十 1 ) a n x 

t^b «1 — x 


00 


(/ 十 l)rt 


/ + 1 


dt • 


o 


2) (1) 式对任一（0 3 1) 内的连续函数 g 00 也对 5 由 Wcierstrass 定理：给了 6 > 0, 


可以找两个多项式 PM , 巧0)使 


PlM < g ( t ) < p 2 ( t ) ， 


而且 


o [KOi_<s ， 。[咖 一 K0W< e . 


因此 


oo 


m 


m 


(1 —太 ） 2 M^O < (! — 尤） S a n^ n g(^ n ) < (1 — :) 2 a nX n p 2 (^ n ). 


n 


» = 0 


« = 0 


当 


X 


吋，左右边各等于 


〆 抽， 〆 抽. 


即 




g ( j ) dt — e < lim (1 — ，） S ^ n ^ n gC ^ n ) ^ [ 友 CO A + e . 

1 rt = 0 


0 


x 


0 


S 此，对任一连续函数 K 0 常有 


3) 取 


00 


lim (1 — x ) ^ a n x n g { x n ) = \ g ( j ) 如 • 


rt — 0 


h ( t ) == 0, 


当 0 < / < 厂、 


这是一个有间断点 
使 


而且 


t 


，当厂 1 </< 1， 


的函数.给 s > 0,可以作出两个连续函数 ☆(/) 与 g 2 C 0 ， 


giCO < Kt) < nO) ， 


o [K,)i(OW < e ， o U 2 (0—K0]i/<e ， 


这样就可以证明 


QO 


lim (1 — : t ) 乏] a n x Tt A ( x rt ) 




« = 0 


0 


a (/) dt = \ — = i , 


即 


Oi ) E 

»< l/iog ^ 


a 


n 


1. 


• 198 * 



取 r 


€ 


'则得 


N 




n 丄 • 


即得所证. 


定理 3. 假定、>0, a > 1，及 


/ O ) 〜 （1 — : r )- 0 ， 


则 




n 


cc 


r( 1 + oc) 


证.命 


fa-lM = 


x 


r(ot — l) Jo 

(这称 / o ) 的 a —1 次积分）.由假定 


(X — t) a Kt)dt 


另一方面 


00 


/< x - 1(尤） 




r(«-i) ( …)， 


i* — 0 


09 


* = 0 


n 


r(n + 1) 

+ cc ) 


to 


X 


a+n 


1 〜 y 

«= 1 f 1 


/ nO ) 


X 




T(a — 1) Ja 


；r — o°" 2 (i — tY a dt 


x 


一 l 


r(os — i) Jo 


(i — uy-\\ — xuy^du 



X 


a—1 


r (.- o ^ 心 +1) ••夕 + 卜 0 小 i - 


S 


X 


ot— 1 


00 


T(a — 1) ^ 


S 


0 


戊 (a + i).*_(pg + / — 1 ) r(os — i)r (/ + 1) 

^ r (« +~0 


X 1 


X 


a- 


r(a)(l — x ) r(os)(l — x ) 3 


n 


d 广 1 

定理的结论可由此及以下的引理推得. 

引理.若 a > 0，由 


n 


r ( a ) 


可以推出 


N 




N 




N 


2 


这 n 〜 


N a 


r(cc + l)* 
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证.命 


N 


g Q 


。，…§含， N <， 2 , 


« • • 




别 


N 


S 


N- 


2 〜 = 2 (~ — ^v -1 = 2 ~( 广 1 — 0 + l)"* 1 ) + w 


n 


n 


n 


由假定当 /v>x 时 




N 


TM 


< eN , 


S - 1 


S U - j^j) ( 广 1 -c« + i)。- 1 ) + (〜 




r ( a ) 


N 


<x—i 


X 


^ c ^ U a-1 一 (« + 1 广 1 


1 


e 


2j n I n ^ 1 — (W + l) a 


n 


X 


< c 2 灯 I 广 1 — 0 + 1)。 


6 






N-l 


s ^ 


«- X+l 


AT 


一 S ( 打 一 i)v 


«- X +2 


+ sN a ， 


因此 


N 


s 心 


ff 


r ( a ) l ^ r ! 


— (« + l)^ 1 ] + + o(N a ) 


N 


r(a) l^ri 


(2 # — S (行— 1)，] + o ( N a ) 


n ^2 


N 


r ( a ) 


2 + o ( N a ) r 


由于 


N 


S na 


— 1 


N 。 


n 


a 




即得所证. 


13. Little wood 的 Tauber 定理 


定理 1 (Litthwood ), 假定 


lim V a/ 

JC —1 


S 


•n -- 0 


= O (— )， 则 

n ) 


to 


1 j ^ M ^ 


# = 0 
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+ eN a 


( 1 ) 


( 2 ) 


-: r h> 



即由 




y^i a n=S, (A) 


» 二 0 


及 = 0 可以推得 


zl a n 3ss 


« = 0 


在证明这定理之前，先证以下的 

引理. 假定 / W 在 0 X 中有二阶微商，并当 X 


—► 


时 


/0) = 0 ( 1 )，广00 


(1 一 xyr 


则 


f(jc^)=o 




证•命 x f — x + 8(1 一 r )，o <C 3 < —，则 

2 


/(/) = / W + 5(1 — x)f{x) + — 8\\ — 尤 ) 2 /"( 吞 ) • 


这儿 t f < 〆 ，故 


(1 — x)j\x ) — 



/w _ JL^d _ x ^ fiX ) 


f ( 〆 ） 一 / O ) + 0(a) ， 
8 


这儿用了 


/ 〃⑴ 


ss 


(1 一专 ) 2 


(1 - x y 


0 - xyr 


(3) 


先取 5 充分小，并取 x 充分接近于1，使 （3) 的右边可以任意小，这证明了引理. 

定理1的证明.（证明的主要难点已经在§ 12定理1中解决了 .） 不妨假定 f = 0, 即 


/0O = 2 a〆* = 0(1 )， 


» = 0 


由于〜 


，可知 


/"W ^ y^ t n(n — l)a n x n 




A 2 


念0 - 1) AT "_ 2 ) =* 

n ^2 〆 


(1 一 x) 2 )’ 


由引理可知 


# V 

fM = na n ^ 


假定，则 


2 1 —吟 


fix) 


\ X 
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这级数的系数是正的，由§ n 定理1可知 


即得 


命 


« 




va 




9 


n 


E 


va v = o(n\ 


n 


n 


s 


va 


〉0，泌 o = 0, 


(4) 


现在 


to 


oc 


/CO — a = 2 







«0 




E 




,/i 


(fZ + 1) 




00 


(i 一 尤 ） s 


1 


s 


n 


[n(n + 1) • 


由％ = o ( n ) 9 故当 


时第一项 — 0. 又已知 /0 O — 0， 因此 


€0 


S 


n 


i n(n + 1) 




^ o * 


• n(^n + l) 

可以用普通的 Tauber 定 理了. 因此 


40 




1 n(^n + 1 ) 




左边写成为 


N 


HmS 


N 


i n(^n + l) 


lim 2 


/ 


/7 + 1 


lim 



如 N 


W + 1 


lim 2 




即得所证. 


附记.这结果当然包括 S 9的0 


结果，但思索过程正是因为有了 § 9的结果，才 


得出这个更深刻的结果. 


14. 解析性与收敛性 


级数函数 


CO 


/ o ) = 5] ( _l ) 
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+ 



在 z = 1 处有则，但所代表的级数 


CD 


S ㈠ ) 


If 


却是发散的.但 


«0 


2(—1》 




2 


， （ c，a 


函数 


建议： 有函数/0)存在，在^ 


(1 + z) n 

处有则，但在 


的幂级数却不能 ( c ， fO 求和 


(々<”)• 

Abel 求和却最妥善地反映解析性，即如果 /W 在 == 1 有则，则 

lim /(sr) 

存在(反之，有例子说明 Hm / W 存在，而/00在== 

JS -► 1 

析). 


1并不解 


我们现在的问题是加上怎样的条件使有则点处级数是收敛 
(或可和). 

定理 1 (M. Ricsz). 命？代表一个扇形 

j 之 | < i? ， d ^ axg (^z — l) ^ 2?r — S* (/? 〉 1 ， 0< 沒 < —— ]9 

2 



假定 /0) 在 e 上及？ 内连续，除 


1外处处有则，则级数 


(C 


/w - S 


在圆卜 I == 1上一致收敛. 

证-我们需要以下的引理: 


如果 


n 


及 lim f ( re ^) - g (0 (存在).这个极限对所有的 C 是一致的 


00 


则2 a ^ in9 一致收敛于 eOp ). 

» = 0 

这条引理与 Tauber 定理的证明相同（但请注意一致性).由此引理，我们仅需证明 


n 


0 




不失普遍性可以假定/( I ) 

取 K 





0. 命 M 是 I / O ) I 在 C 上的最大值.给与5 > 0,可以 
rW ) 使在0的直线边界上 

|/(«) | < 5. 


而此处 


Q ； |^| ^ t \ 汶 < arg (艺一 1) < 2充 一 

由 Cauchy 定理(由于 / O ) 在0上连续），得 


n 


llti 




dz + T i^dz 


当 n > 0 时， 
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同法 



1 fM 

z n+i 


dz 


< 8 



dy f Ur!l d y 

1 + e^y\ n ^ \ jo (1 + ycos ^)， 十 1 


"*00 7 

二)- 


8 

n cosO 


在由 A 到 A 的圆弧上 

因此 


即对任一5〉0, 

即 


/W 


z 


十 1 


dz 


< 


8 


n cosd 


/w 


z 


十 i 


dz 


^ 2utr 


M 


27tM 


n 


^n \ < 


8 1 , U 


ritcosO n 


lim n\a n \ ^ 


8 


COS d 





即得所证. 

定理 2( Fej 6 r ). 如果 


2 n \ U n \ 2 

« = 0 

收敛，则由 

念〜 〆 〜⑻，⑷ 

n = 0 

可以推出 

2] a » ei * 6 = $⑻. 

71 = 0 

并且如果 （1) 的收敛在某一区域内一致，则在同一区域内 （2) 也是 一 致收敛的. 
证.这定理对多项式显然正确.命 


«0 

S 

« = F 




这儿£, > 0而且 e 9 ->0. 取 r 充分大，使 




> 0 , 


则对所有的实数中 


v 


2 —/(r〆 —） 


to 


fi -- 0 « — v + 1 


v 


■0 


< (1 — r v ) 2] n \ a n\ + 2 l tf » 卜 : 


0 


( 1 ) 


( 2 ) 
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右边与无关，因此如是证明右边 
由 Schwarz 不等式，上式右边 




0( 当 v — 00)，则定理已证. 


V 


«0 





V 


S 



an\rZ 


v 


< (1 — %) v S ^ 2 ^ i^«i 2 + 



S n \ a nV S 


v * 


< (1 — %) VV • e 0 + 



v 


e 


1 


V Wd 




秦 


9 


即得所证. 


由此推得 

定理 3. 如果 


oo 


S n i a «i 


» 


收敛，而且 / oo 在 ui < i 上连续，在 ui < i 中有则，则2 在圆周上一致收 

n = 1 

敛. 

定理 4. 如果 / C 0 在圆<1上连续，而且在圆 UI < 1是单叶的 （即由 
= /O2)，Uil < 1， U2I < 1可推得 a == 々)， 则其幂级数在圆周 k I 1 上一 
致收敛. 


证.只需证明 


00 


2 打 U」 2 < OO 


即足.圆 UI = r (0 < r < 1) 所变成 


/ W 的图形的面积等于 


r 


2jc 


w 

i<r 


\fX x + ty)\ 2 dxdy « 1 Q j 0 I 厂 (P〆 ）! 2 办 


r 


0 


CO 


oO 


pdp X) na n p n ^e iin ^ l)d 2 ma m p m ^ l e^ tim ~ l)6 d6 


即得所证. 


2jt [ ^ S n l \a n \ 2 p 2n ^P = ^ 2 n \ a n\ 2 r 2n . 


15. Borel 多角形 


一个幂级数 


的 〆 和是 


00 


/W = 2] 


n 


w 


0 


GC 


s 


加 Y 


dt % 
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例如：取 zo ) = H r ， 则 

» = 0 


00 -f 

e ^ % e^dt == - • 

o 1 — z 


CO 

这个积分当 /^ < 1 时成立，因此 ； S v 

«— 0 


/^ < 1的半平面上也有解析表达式了. 
拓展范围如何？将是我们本节的内容. 


的皮和得出的函数跑出了收敛圆，而变为在 
因此 Borei 求和法可以作为解析拓展的工具， 


定理 1. 如果幂级数在一点 P 可以 V 求和，则在 0 P 线段上的每一点都可以 S ' 求 
和.如果 Q 是0, P 间的一点，则级数在 pp 上可以一致 求和. 

证.我们并不假定 / O ) 有无收敛圆，我们不妨假定 P 就是 z = 1•命 

咖=±呼 

及 

/(«) = ( e -t a(zt)dt. ( 1 ) 

我们现在求证：如果当2 = 1吋， a ) 收敛，则在0<2<1时也收敛，对任一 5> o , 
在5 < 3： < 1间 一 致收敛.命 

/( jet ) « — ( e ^ a ( j)dt ^ 0 < z 1 . ( 2 ) 

z Jo z 

命 



欠 o ) 



c ^^ e ~ x a ( S ) ^ 


=々 w . 


这积分当 j > o 时一致收敛，即得定理. 

定理1并不说明全部事实，实质上， / U ) 在上一致收敛.但以上的证明 
由于 （2) 式中有 l / z 存在，故难以得此结论 • 

定理 2. 如果 S 在 JP 处 S ' 可和，则在 0 P 上一致可和 • 

证. 仍 旧和以 前一样，可以假定 P 就是 z == U 并且也不妨假定、是 实数. 我们要 
证明的是：当 H f > H > H 0 ( e ) 9 吋， 

|/| = \l(z, H, HOI == e^aizt^dt < e. 


由定理 1 已知在 ( j .， 上一致 收敛. 因此，我们可以假设有三种 情况: 

( i ) H r z^\ y (ii) Hz<\<H.z 或 (iii) Hz > 1 . 

我们仅证 （ ii )， 因为 （0 与（⑴）都较 简单. 不妨假定 H > 2 •命 


M = max I a (01， 

0<r <1 


N ^ max 

T>1 




y 


则 
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其中 


I / J ^ M j e~ f dt = M e -， 

1 2 = — 1 e ~ t /£ a { i)dt = — I e^ st a ( j ) dt 

z Ji z Ji 

== - — J e~ t a(^i) dt. (f =» — 一 1) 

此处 1 < ：T < •由 0< z < 丄， 2< H < 丄，可知 

2 z 

|/ 2 | < — e~^ < — e~~^ < NHe~* n 

z z 

(当 《 > 2 吋 ue -^ 是递减的）.因此，当 H > H 0 ( e ) 时， 

I /| < Me~ H + NHe~^ H < e. 

定理 3 .如果 S a〆 在 P 点可 B ' 求和，则其和在 OP 上是 ar 的解析函数，在以 OP 
为直径的圆 C 内有则. 

证.仍旧假定 P 是 z = l •从 

/( sr ) == ( e ~* a (^ tz s )dt == 

Jo z 

考虑.只要 证明： 作任二过 OP 的与 OP 成锐角 ^ 的圆弧，在这样的区域 D 内， 《/(>) —致 
收敛.写成为 

z — re w 9 s =名-1 — 1 =* 

由于在，_ 0时收敛，因此在中一致 收敛. 夹此角的两边就对应于的 
边界圆弧，其内部对应于 Z ? 的内部，故 ATO ) 在 D 内一致收敛. 

由 

C0 

/( 容 ）= — 2：) -1 = > ] c^ n ^ lMn 

n = 0 

的 Borel 和 

/GO 篇 j 。 e- t(l - B/c) dt 

当 R ( z / c ) < 1收敛，即当在作一垂直于 C 的向径的直线 L ,， 而 r 与 o 在 M 的 
同侧. 

这建议以下的概念. 

过 / W 的奇点 z c 作所有的给出以下的域对每一 L „ D 内的点与 O 
都在4的同侧，这样的区域称为函数/0)的 Borcl 多边形. 

由定理3不难推出 

定理 4•在的 Borel 多边形中的任一点 / O ) 都是 
可求和，而外面的点一定不可能. 

前面部分的证明已经不成问题，现在证明后一部分.如果 
0是多角形外的一点，则 Op —定与某一 相交.如果在0点 
皮可求和，则由定理 3 ,在 O 0 为直径的圆中也 S '可求和. C 在此圆内，即在(:点 S ' 可 
求和，这与 C 是奇点的假定相违背. . 
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第十二章适合各种边界条件的调和函数 


§1. 弓 | 言 


命逆是一个域，以闭曲线 C 为其边界，在本章中我们常假定逆是单连通的，并且， 
函 代表逆的闭包(即逆+ C ). 为了简单起见我们还假定曲线 C 有参变数表达式 

X ^ ( pit ) 9 :V =必 0) ， 

并且 h 0是有连续微商的函数，我们常用 （ 表示 C 上的变数. 

在逆内 适合于 Laplace 方程 


Au == 


d 2 u . 
d ? 


d 2 u 

a 7 


o 


CD 


的函数称为您内的调和函数. 

关于调和函数的边值问题我们已经讨 论过： 

I Dirichlet 问题.即寻求在 i 上连 续在逆内调和的函数使其在边界 C 上 
等于一个给定的函数 « p ( n . 我们或简单地写成为 

△« = 0 ， «|c = 9 ( 0 . (2) 

以后常用这样的符号，切勿忘记仅当 Z 在逐上连续吋方有意义(关于边界值不连续 
的情况我们不深入讨论). 

这问题已经解决，并知道 Dirichlet 问题的解答是存在的，而且是唯一的. 


II Neumann 问题 . 


Au = 0, 


du 

dn 


少 （a 


(3) 


这问题的解答存在的必要且充分的条件是 


c 




⑷ 


因为由 Green 公式 


du 




ssa 


jf Audxdy 




0. 解答虽不唯一，但可能仅相差一常 


数项 • 




这两问题在数学物理上的应用最为广泛，但有时也会出现以下的种种混合边界问题. 


III 在 C 上有些部分给出〃，而另一些部分给出 


du 


具体 的说： 在 C 上顺次取个 


求 适合于 


bi, * • • ， 3 厶釋 • 


9(0，如果以 （ A ， h )， 


(5) 


du 

dn 


♦( X )，如果 




) 
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々 = 1，2，…， ft 及； +1 = 〜 的调和函数. 
ii 的另一推广是 
IV 混合边界问题. 


△« = 0 ， a(0^ + KO I- = C(0. (6) 

0x dy c 

第二式可能代之为 


du 

dn 


+ — p(0)\c = o. 



本章中也顺便处理 
V 双调和方程 


AA « = 





^ + 2 

d A u 

+ = 0 ， 

⑻ 

dx A 

dx 2 dy 2 

dy 4 


du 

dn c 

= c^(0 

(9) 


及 

VI 混合型偏微分方程 


d 2 u 

a ? 


+ 0( y ) 


d 2 u 

dy 2 


= 0, 


0( y ) 


{-：； 


若 y > 0, 
若 y < o . 


由于 Laplace 方程经保角变换而不变，本章中有时仅处理逆为单位圆、有时为上半 
平面的情况.实质上，这并不失去普遍性. 

本章将分为三部分：首先讲不采用新工具所能解决的问题,其次用 Canchy 型积分来 
处理的一些问题，再其次用 KejiAbim - CeAOB 公式来处理的一些 问题. 


§ 2. Poisson 方程 


Poisson 方程 

Au = pC x > y) 0) 

可以作为 Laplace 方程的推广，但实质上，如果知道 （1) 有一解则问题立刻化为各种 
各样边界值的 Laplace 方程 

△(« — « i ) = 0 

的求解问题.我们将证明 

u{x y y) ^ ^ J])log - 1 (2) 

就是 （1) 的一个解.因此，今后不特别讨论 Poisson 方程了. 

假定 W 是 （L >]) 的连续函数，所以 | pa , n )\ < c , 为简单起见，我 a 用符 


号 r = 一 g ) 2 + (y — 7 /) 2 .注意 log — 是一个有奇点 x = y 的函数，除此 

r 

奇点外，不难证明 


d_ 

dx 





9 
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AW 


* 


( 3 ) 


因此如果 （t y) 在逆的外面，则可以积分号下求微商，因而得出 


Au(x y y) 


參 


当 G ， y) 在逆内时，（ 2 ) 是瑕积分 . 


X 


2 JT 



m 


y 


2 宂 





p(^3 v) ~-\og~ d^d?} 

Ox r 

v) — 

dy r 


it 


j 卜 ( 叁 ， ”) 


x 一吞 


2 


d 运 djj ， 


m 


ut 



K 与， n) - •• f d 龟 dri ， 

^ A 




j 


(4) 


也是瑕积分，但不难证明它们都是收敛的 . 

1 ) 今先证明 



X 


du y =» 
dx ’ dy 


(5) 


即证明给了任一 e>0, 可以取得 5, 使 | △刘 <5 时， 


u(^x + Ax, y) 一 u(x 9 y) 


Ar 


X 


<s. 


( 6 ) 


图 61 


以 y) 为中心， ^ 为半径作一圆 A ：， 取 r 足够小使圆在 
逆中 . 把积分 （ 2) 分拆为两 部分： ^ 是过小圆 K 的积分，而〜 
是过逆一尺的积分.同样定义 

我们来 证明： 可以取得 ^ 使 | △: t|<e 时，由 


u(x + Ax 9 y)—— u(^x ^ y) — 


Ax 


X 




+ Ajt, y) — U 2 (x, y ) — 
Ax 


尤 I 


u t (x + Ax, y) — y) 


Ax 




A + + Ji ( 定义 ) 


分成的 A ， 人，都小于 
先 看乃. 由于 


i^il < 


6 

3 


* 


Lie 

c 



9 


x 




d^drj 


< 


C 


< 


7C 



X 




d ^ d n 


< 




£_ (( 4 Mn 

2n 



< 


1 


7t 


2tc C t 


0 JO 


drdd = rr 5 


故可取 r ， 使 < e/3. 


再看 i 3 . 


J 


3 


u x (x + Ar,y)— 


Ax 


Ax \ lit 


K 


p log - 7 - 成 - 见 + 仝 二 巧) 二 d^dn 

V + i^x 一 专 ） 2 + (y — 7j) 2 


由于三角形两边之差不大于笫三边，所以 

]\/ (x — ^) 2 + (y — ?/) 2 — \/(工 + △¥ 一 S) 2 十 (y — q) 2 1 < I Ar I # 
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而 1 iog(l + < f /|， 因此 


一 log 


V (x — g ) 2 + Cy 一 ^) 2 

(^x + Ax 一 爸 ) 2 + (y —— 77) : 




| A ^| 




于是 


7 3 < 


ff 

2 jt 



K 


也是 rC ， 可以取 X " ，使 A < 


e 

3 


最后，当 r 取定后，由于 （: t ， y ) 在尺内，即在 您 一 K 之外，所以 


lim 

厶 ; c，0 


u 2 (x + Ajt, y) — u 2 (x^ y) 


Ajc 




即可取 5 使 \Ax \ < 5 吋， I 人 I < 


£ 


3 

2) 以上证明我们可用积分号下求微商法算出 ^ 但这方法并不能用来算. 

Ox dy 

- 4 - 4 - -rm 口 


阶微商，其理由是 




0 


啊 2 龙 


pQ 9 >?) 


— ^) 2 一 (y 一 >/) 


d^dn 


是并不收敛的, 


依然把“分拆成为 u x + u 2 


Ui 


til 


p {^> 5?) log + 啦”， 


心)1叩7軌 

r> 



在取定了 r 之后，~可以积分号下求微分，我们易证明 « 0 


* 


现在看仏，由 1) 已知 


du x 
Qx 2ur 



p(u ) 去 bg + 啊 


p(^ } n) ~-\og~d^ri 

r<r 口 $ 


由 Green 


r 

公式得出 



r 


2 


< 


log I If ■軌 


du t 

dx 


plog — drj 
<T r 


2 ut 


\\ 


与 1) 相仿可以证明，这个式子可以积分号下求微商，即得 


d 2 U t 


d 


2 it 


<r P Qx 


log — - £^7 J 


1 



< 


9^ 


log 


r 


d 与 


已 d % d n ^ K x + K z . 


当 r — 0 时， 


1^1 



一茗) 




d^drj < C, 


d 运 drj 




0(r). 


j 


r 


< 


在 M 中首先考虑 P 


d 


2tc J Qx 


的情况 ：命专 


log — drj 




r<X 

x ~h r cos6 3 7 } 


y 


sin 0， 则 


2k 


X 




yt JO 


2 


drj 


2k 


0 


COS 


2 6 d 6 


2 
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因此当 r — 0时， 


于是证得，当 r — 0时， 

所以积分 （2) 适合于 


K p(^3 y). 


d 2 u 丄 d 2 Ul 


p(t y). 


d 2 u _j_ d 2 u 
dx 2 dy 2 




P (“ y ). 


§3. 双调和方程 


求 y ) 使其在运上连续而且有一阶连续法微商 I ，并且 

dn 


△A 以 


d^u 

a ? 


2 


d A u 


d 4 u 


dx 2 dy 2 dy 4 


0，（在逆内） 


u lc ~ gO)^ 


du 

Qn 




Ks ). 


这儿 KO 与 AO ) 是(:上用弧长，确定的函数. 
1) 解的唯一性 • 如果还有一解^，则"= 


1适合于 


△A 。 =0 ， " | c = 0, 


dv 


dn ic 


0 




把 Green 公式 



((^Aqp — (pAcfj)dxdy 




c 


K 、 心 


用到 qo = f / 5 (/>=△£ / 上，贝 lj 得 



(At/) 2 ^s 




, 


因此得出仏 = 0. 

再由 He = 0，可知 


0,即得 


I 


2) 用调和函数表双调和函数. 

如果 心是级 中的两个调和函数，则函数 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


XU l + U 2 一定是您的双调和函 


利用恒等式 


可得 


A (< p 4>) = ( pA(p + 0 A(p + 2 ( ^ - I - ^ 

^ dx dx dy dy 


Au = Axu ： 


再由 = 0， 可知 


du l 

S ’ 


AAu 


* 
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3) 如果任一与*轴平行的直线不交 C 于两点以上，则有以下的逆定理. 

纽 的一个双调和函数《 —定可以表成为« = 4 T«i + K ,, 这儿★， tt 2 是逆的调和函 

数. 

证.显然只要证明，可以找到一个调和函数 A 使 “一 XA 也是调和函数，即 

Au v = 0, Au = A^xui) = 2 (4) 


函数 

以 fO, y) = ( 4" Au ( 与， 

J^o 2 

适合于 （4) 的第二式，又 

去 A«ro, y) = ^ — y ) =+△△« = o 


即与 x 无关，命之为 


= viy). 

显然可找到一个仅与 y 有关的函数 《 r 使 


△«?* = «** =—泛 ( y ). 

dy 

合并起来七=«? + 适合 （ o 式的前后两式，即得所证. 

4) 如果逆是一星形区，即内有一点，不妨假定它就是原点.过这点的射线只交 c 
于一点 ，则逆 上的双调和函数一定可以表成为 

« = (^ 2 — d)«i + « 2 ， r 2 == ^ r 2 + y 2 a r 0 是常数. 

这儿 《 t ， ^是调和函数，也就待证，有一调和函数 A 使 

△(« — ( r 2 — rX ) uy ) — 0. 

利用恒等式 

A(<p 少 )=*= cpA0 + 4fAq> + 2 - {- ^P. 

\dx dx dy dy / 

及 


△ r 2 = 4, 


dui _ du x dx + du { dy 
dr dx dr dy dr 


如前法，可得所证. 


§4. 单位圆的双调和方程 


对单位圆来说，我们不妨假定所考虑的双调和函数是 

u = (r 2 一 1)^! + u 2 

的形式，由边界条件可知 

U 2 ! = « ! r=! = gW. 

由 Poisson 公式可知 


Ui = l T + 


( 1 ) 
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第二个边界条件是 


du 

dn 


c 


2 ui H - 


du 2 

dr 


Ke \ 


r : 


由于2% 


也是调和函数，所以 

dr 


2 u t + r 


du 2 

aT 


l 


(1 一 r 2 )A(<^) 


2jt Jo 1 — 2r cos (^6 一 少 ) 


d < Jy . 


( 2 ) 


将 （1) 式对 f 求微商代入 （2) 式可以找到因此 


u 




( r 2 — 1)«! + « 2 = - i - ( r 2 — 1)[ — 




2 Jo 1 一 2r cos(^6 一 少 ) 


,2 


2ir 


1 — r cos (0 —少） 


。(1 — 2 r cos {6 一 小) 


) 




如果把单位圆变为以原点为中心， ;■(> 为半径的圆，则解答是 


U 


2utr 


(r 2 — r 2 0 ) 


o 


2 


in 

o 


h{4>)d(p 


2 


★ (r 0 ——r cos ( 没 —— </>))g(<^) 

0 (1 一 2r cos (0 — 少 ) + r 2 ) 2 

习题作出以上半平面为逆的双调和方程的解. 


2rrocos ( 6 —— 0) 


d(f> 


§ 5. Cauchy 型积分的背景 

在第四章§ 2中已经定义了单位圆的 Cauchy 型积分，现在来看看它的意义，然后在 
下节中把它推广为任意的曲线. 

在单位圆周上给了一个函数 cp (0>^^ id > 0< e < 2* 作为0的函数，它是一个 
以2%为周期的函数.积分 


尸 0) 


1 




<pCs) 


dl 


f 2w cp ( e id ) e i6 dd 


Jo e 


称为 一 个 Cauchy 型积分. 

假定 《 P ( C ) 有 Fourier 展开式 


go 


屮⑴ = 2 C n c ine 9 


n ao 


则当 = 在单位圆内，有 


GO 


CO 


( — Z 


S 

m— 0 


Z 




s 

fTl 二 0 


Z m € 


imB 


% 


— 

: t 


€ 


imB 


的正交性质，并假定可以逐项求积分，则得 


FM 


2 冗 


C 0 


00 




2jt Jo “ 


2] C n e ind 2 z m e— me dd 


QO 


m— 0 


oo 


So ' 


n = 0 



( 2 ) 


(3) 
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这是一个圆内的解析函数，并且有 




这是由原 Founier 级数 （2) 的具非负指数诸项的和，以 f + ( f ) 表之. 
如果 z 在单位圆外，则 






因此 


( 4 ) 


F 00 


2^ J 


■ < ■- ■I 

S ^ 


inS 


2 z - l c il6 dQ 




一 s 


(5) 


这是一个圆外的解析函数(包括 00), 而且 


lim F{pc i0 ) 

p -^ x+o 


2 c /' 


这是由原级数 （2) 的具负指数诸项的和的反号，以 F -(0 表之, 
显然易见 


< p (0 == f 十⑴一广 ( o . 

再研究2 是圆周上的一点的情况.先算出 


⑻ 


⑺ 




CU 若》> 0, 


2 it Jo ^ — 


dd 


a ， 若 ” < o . 


(7 ，） 


这积分是瑕积分.瑕点在0 仏.这积分应当理解为0 到氏一 s ， 再从+ e 到 2? r ， 
然后命 e — 0, 即所谓这积分取 Cauchy 主值. 


当《 = 0时， 


2^ Jo ^ ^ 


dd 


2 


2?r y t f2x-e 

—-—— d 6 = lim — l 

o ^ — ] £ **o 2 tc 


dd 


2jt*-£ 


COS 


—d 


Hm — 

6 一 o 2n \ 


- dd + — I dO 

.1 2 Jo 

sin —— u 

2 J 


sin — (2« — e ) % 

J- I i • 丄 , ™ _ 土 

——+ lim - log - 從 — 

2 2fV .1 2 

sin — 6 

2 




行归纳法，对 n >0 时，有 


fj+i 


2sr Jo ^ — & 


dd 




i\ 


r … + 我 > 


es 


T^°ie T^To dd - 
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即得所证.当 - -/ < 0吋，由 



取共轭虚数可得 C 0 式当^ < 0的部分. 

现在来考虑当 z - U 吋积分 （1) 的意义.它也是瑕积分，也取 Cauchy 主值，把 （2) 
式代入（1)，如果允许可以逐项积分，则 


与 （ 6 ) 联合得出 


00 


^ (^ o ) ~ C n 


2rc 


十 1 


n = — oo 




dd 


-\±C n ^-\t C^o- 

fi = 0 ^ n = —<so 

(^ + (? o ) + 广 a 。)). 

2 


r(0 ， + + <K0 ，， 

= F(C) — \ <P(d 


( 8 ) 


(9) 


这是 Cauchy 型积分的主要公式. 

如果在圆周上一段弧 r 之外取 KO =0,则 （9) 式对 r 的一内点也成立，因之如果 
(1 ) 的积分在一般圆弧上，结论 （9) 也是正确的. 

再由保角变换基本定理，我们可望 （9) 式对一条任意弧的积分也对.但是 Cauchy 型 

积分不是经保角变换而不变的，因此我们还须用第四章所用过的方法，为了避免这些麻烦 
我们还是从头做起. 


4 

1 


§ 6. Cauchy 型积分 


假定(:是一条曲线，有参变数表达式 r = 々 （/)， y -^(0, 而且 < K 0 与 ZC 0 有 

连续微商， < P (() 是 c 上定义的函数. Cauchy 型积分指 


a 



图 62 


FM 


2iti 


j 


<p(Q 

c K 一 z 


dl . 


⑴ 


关于？ >“）， 我们假定它适合 Holder 条件 


l<p(0-qp(Co)l o<^< i. 

如果2不在 C 上.，则 （1) 显然存在而且代表 Z 的解析函数，我们现在朿 
说明 ^ = 是 C 上的一点时，积分 （1) 的意义.取定曲线 C 的方向，以 G 为 
中心 e 为半径作圆交曲线 C 于两点 f ， r . 今往证明当 e — 0 时， 


b 




C — Co 

的极限存在(注意由“到 * 先经 r 再经 r ). 由 Hdid cr * 件易知 
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< p (0 — y (^ o ) 


dt 


是存在的.再看 

_(T' + 「 )-7^7 = Dir + io g a- ； o)iw 

2 tt/ \Ja il n / L, — 2 ^r/ 




在弧与上对数函数的分支如下法 确定： log ( ^ - ^ o ) 在时确定后连续变 
到 （ = 然后沿 u -^1 « e 在曲线 c 的左边的那段弧移动连续变化到 c = r 的 
数值，因此 

id = ir-Coi, 




^0 


lim log 
e — 0 ^ 


tit 




( 2 ) 


(这是在 G 有切线的情况，如果在 C 。 处左右切线不同，这式子当有自然的改变 .） 于是 




F ( C 0 ) 




it% 


c 


y (^) ~ y (^ o ) 


+ 9((0) log 々 - + ^Cp(^o) 

d — Go 


? 


(3) 


这称为积分的主值.如果曲线是封闭的，即 a = b ， 则 （2) 变为 


F ^ o ) 


y (0 

2^' Jc d 


dl 


1 




2 Tti J c 


< p(Q — y (^ o ) d y 


2 


< p (^ o ). 


(4) 


附记.如果曲线 C 在处有一角点，即左右二切线的夹角等于《，则不难证明公式 


(2) 变为 


lixn log 

t — o 




因而公式（ 3 )就变为 




j 


2ni 


c 


y ⑴一 y ( Co ) dK 


< p ( Co ) log 


a — (0 


oc 


9((0 乂 


jr 


由此原则，不难处理有角点的情况. 



§7. COXOI^KHH 公式 


引理. 假定 9(0 在 C =处适合 Holder 条件，则 


lim 


c 


y(Q — y(Co) 


dl 


c 


< p ( C ) — < p (^ o ) 

C — Co 




Z 趋于 G 适合以下的 条件： 命 Gl ，3 等于名到 c ： 上的点间的最短距离，比值 
•4 有界. 
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证.考虑这两积分的 差额: 


t 



图 64 


A = 


Lb) 怂 


o 


把这积分分为两份，其一适合于 I 〔一 < S ， 它在此范围之外以表 
之 . d 是一待选的足够小的正数，命之为4 + A 2 . 

关于前一积分，利用 Holder 条件及|(一2丨> J 可知 




h Midi〆 
c d IC 一 Go I 


l^i 


hM 

丁 


c 




由于 I 成 I = |\/ 少 ' 2 (0 + dt \ ^ Adt ， 因此 






0(8^). 


当 5 足够小时， | A r | < 


6 

2 


0 


其次 f 中不包有^，当5固定时，积分 


c f 


<p(0 — < p (^ q ) jr 


作为 = 的函数在 2 f 8=5 处连续，因此对足够小的 A «=卜一心 I ， | A 2 | 也不超过 f ，即 


我们有 

I △ I < IA 丨 + 1 丨 < e . 

引理证毕. 

附记.丄有界的意义 如下： 以〖。为顶角，作二边，这两边都与切线留有角度(这样的 
d 

角度在研究 Abcl - Tauber 定理时已经用过，习惯称为 Stolz 角）.实质不难证明在 Stolz 
角中，以上的极限公式是一致收敛的公式. 

定理1 ( CoXOUKHfl ). 假定匕是 C 上的一点，但非 端点； < p ( C ) 在 C = (0 处适合 

Holder 条件，又当 z -^ U 时常使比值土有界，则当=从 C 的左方或右方趋于 C 。 时， 

d 


Cauchy 型积分 


分别趋于 


2 nt Jc ^ 一 z 

F + C ； o) « ^(Co) ^j<P^o ) 9 


⑴ 

( 2 ) 


作。 ) = F ⑹ -+心 • 


( 3 ) 


式中 F (^ 0 ) 是积分 （1) 的 Couchy 主值 • 

证 .1) 假定 C 是封闭曲线，并且按定向进行，即依时针反向 JHJ 

2itt Q 一 z 

^ J_ [ y“）— <p(CoI ^ t(Sp! f ^ 

27 ti J^ ( — z 27ti Jc ^ — z 
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由引理，为 2 —^ 0 右端第一积分趋于 


<p(Q 一 y(Co) 扣， 

liti Jc G — G ’ 


而第二积分等于 <P(W 


或 0 , 视 Z 在 C 内或 C 外 而定. 因此得极限公式 


F + «o) 


1 




2 ?ri J c 
1 




2iti 


yCO — y(^o ) 狀 
(—Co 

<jp(0 — y“o) d r 
(一 Co 


<p(Co) 


由 § 6 公式 （ 4 ) 可得 COXOUKHH 公式 • 


c'»c 。 成为一闭曲线，在 


2) 如果 C 不是闭曲线，我们可以添上一段 C' ， 使 C 
C 上定义 cpCO = o. 注意，这样定义的曲线上函数可能不连续，但注意 1 ) 的讨论是局 
部性的，只要在 ^ = ^o 附近适合 Holder 条件即足*于是 






y(C) 

2 iti Jc 0 ^ — z 


dL 


如果 G 不是 C 的端点，则由 1 ) 可以推出一般定理 • 

由 CoXOUKHH 公式立刻推出 

当在 C = ^0处越过积分曲线 C 时， Conchy 积分 （1) 有一跃蹈 

F+(C。）一 广 (C。） = <P(Co). 


( 4 ) 


附记 . 如果^在曲线 C 上是一个角度为 “ 的角点（注意右边角），则 Coxouk 油公式 


可以改为 


F 十 ( 心） = F(Co) 


2n 一 a 

lit 


qp(Co )， 


0 <C a <1 2yt % 


i 7 一 (Co) = ^(^o) 




a 






定理 2 * 假定 C 是一条闭曲线， 9 (C) 在 C 上适合 Holder 条件，则 Cauchy 型积分成 


为 C 内的 Cauchy 积分的必要且充分条件是 


c 


0 (0 成 = 0 ，《 = 0 ，1，2 


# 


( 5 ) 


成为 C 的外部的 Cauchy 积分的必要且充分条件是 


c 


0(0# = 0, 


1，2, 


春 


( 6 ) 


値 . 


所谓 C 内 Cauchy 积分乃指 <p( 0 恰好等于 C 内的解析函数， FW 趋于 C 上的边界 
注 . 我们仅证 ^ 内 * C 外或可由 C 内推出，或可简捷模仿证明 • 1 ) 充分性 • 在无穷 


远点处有展式 




^ — z 


P- 


-S 


z 


«+i 


因此，在 Z 00 的附近 




C ( — z 


00 




ft+i j r 
0 ^ JC 


^cp(0dL 


⑺ 


利用条件 （ 5 ) 可知在 ^ = oo 的一邻域内 FO) = 0 ，由于 FO) 的解析性所以在 C 外 


F(«) = 0 ? 因此 F^(f) = 0 9 由定理 1 可知尸 (0 M 7 <P( 0 及 *** 9 ( 0 ，即 
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在 c 的内部， Cauchy 型积分表一解析函数 F (>). 当=趋于边界时，这函数就趋于积分号 
下出现的函数 F + (0 = ( p (0. 

2 ) 必要性.如果是一个 Cauchy 积分，对 C 外部的=来说，是一个当 

C 0 — Z 

历在 C 内处处解析的函数，而且在 C 上是连续的，根据 Cauchy 定理 

I 

= J _ f = 0, (2 在 c 外） 

2 ati Jc ^ 一 z 

因此 （7) 式所有的系数都等于0,这便是条件 （6). 

习题 1. 试把 Coxoukhh 的定理推广到单位正方形 | r | =丄， | y | ■上， 情特 

别注意在四角的情况. 

习题 2. 假定 cp (() 有有限个第一类间断点，对这些间断点定理应当如何修改？注意 

qp(6>) == — — 0 <. $ < 2tc, C 是单位圆的 情况 . 

2 2 

§ 8. Hilbert-IIpHBaJIOB 问题 

问题： 在封闭曲线(:上给定两个复值函数40^0及 KC ) 都满足 Holder 条件， 
求出两个函数 rc ^) 及 ro ) —个在 c 的内部另一在的外部解析，并且在(:上有 

no = acorco + ko . o ) 

这问题在数学物理中有各种重要应用. 

• 在求解这问题前先试一下单位圆的 情况： 假定 《(() 与 〆 （） 各有 Fourier 级数 

00 ca 

2 ‘A 2 G ⑴ 

1% = 一 00 ft = 一 00 

而广(（）与/+(0的 Fourier 展式各为 

一 1 flO 

2 2 ( 3 ) 

n =— oo n — 1 

因此问题一变而为求 c ff ，& 的问题了. 

一 眼看出，这问题有时无解.例如， 〆 C ) 只有正指数项及 K 0 = 0 ,这样 （ 1 ) 式右 
边只有正指数项不可能等于左边. 

又，这问题的解答也可能不唯一，因为如果取 = p KO = o , 则对任意的 
00 ， 4 ， * • • , a n 常有 

(〜+ t + …+ 舍)=+ + …+ O . 

Hilbert 原问题是 b {0 = 0, 一般问题是 ripHBajTOB 推广的，现在介绍 raxoB 的解 
如下 • 

1) 40 = 1. 这特例特别容易，但这是解法的主要部分，因由 C 0 X 0 UK 油公式可知 

F + (0 - F -(0 = cp ( 0 . 

取 < p ( C ) *= 一 K 0 ， 则 Cauchy 型积分 

fM = F (» =» — — f dC ( 4 ) 

2jt/ ^ 一 z 
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就是原问题的一个解. 
如果还有一解 


犮 + (o — = <p( 0， 

则得 

广(0 — g + (0 =疒⑴丫 ( o . 

即 广 00—， 0) 在 C 内代表一解析函数，广00 — fO) 在 c 外代表一解析函数，而 
在 c 上完全吻合，因此二者构成整个平面上的解析函数(包括 CO). 由 Liouvillc 定理可知 
它是一常数，即 （4) 加一常数是问题的一般解，而无其他解. 

2) KO 0. 

21) 假定 l 0 ga(G 在 C 上是单值函数，则由 

log/~(0 = logf + ( C ) + log«) 

及 1) 可知这问题一定有以下的解 

/ 士 CO = Ae -〜， FM = ( 咕«气 (5) 

2iti Jc ^ — z 

这儿 j 是一常数. 

22) 如果 loga(0 非单值函数，由于 a(() 是单值函数，所以当 C 绕 C— 周， loga(0 
增加^的一个整倍数.这整数称为指示数，也可以表成为 

^ A c arg a(0 ( ^log«(0. 

2 irt 2 nt JC 


不妨假定 c 是包有原点的，如是则 

的指示数为 o . 由 2 i ) 已知有函数 

卢 (和，士 ⑷， G (和丄 ( ^ gai ( 0 ^ 

2^/ Jc ( — z 


适合于 

因此求产适合于 
的问题，一变而为求 P 使 


g ^(0 = ^ iC 0^ + (0. 

rco - a ( or(o 

h —( X ) = ^CO 士) 


( 6 ) 


的问题了. 

221) 假定 w 5=5 是一负整数，贝 I ] 

A + C^) ? z n h -Qz) 

是在 C 上相等的函数.因而它们相互是解析延拓.由于 PO ) 在00处有则，因此这函数 
是一在00有《阶极点的函数，即 

A 十 ( 之 )= a Q z n -h a x z n ^ 1 + . * * + a n> 


而 


^•( 幺 )= do + — + 

z 



a 


n 


Z 


n 


9 


因而 
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/+0) = ( a 0 z n + … + £Z n )<r~ crh(jf> 5 

/ - ㈤ e — O , (7) 

\ z z n / 

而 

g (和丄 （ io g ( r ^( Q )^ ⑻ 

2 ni Jc ^ 一 z 

其中〜，〜， • • •, a n 是任意常数，并且由 /~(oo) 来决定. 

不难证明 3 此外无其它解. 

222) 指示数 m > 0时，证明 Hilbert 问题无解.由 （6) 可知 h ~ M , z m h ^ M 构成 

一解析函数，在整平面内处处有则，它是常数，但在3 == 0时这函数为0,因此这常数为 

0. &P h ~ — h + = 0. 

总结出 

定理 1 ( r aXOB ). 如果边界函数 a (0 的指示数一 〃不 是正的，则 Hilbert 问题 
KO = a (0 f + (0 有《 + 1个线性独立的解.不然，则 无解. 


§9•续 


现在考虑更一般的 npHBajiOB 问题 


no = acono + ko . 


仍命 ^(O = 


g -“） = W ⑺， 


zo)= 〆 -⑷， GOO 




log ( CK )) 




(0 


( 2 ) 


命 ^ 则由 （1) 及 （2) 可知 


h 乂 o + K0/r(0. 


当 


0 时，这就是上节 1)， 因而有解. 


A 士 00 ^ A + H 士 (^)， 


H(jet) =— 


HQe ^ 




这儿 Z 是一任意常数.因此 


/士 O ) = e ^ G ^{A + //士0)}_ 


也不难证明此外无它解. 


当 


< 0 时， 

h 乂 z ) : 


+ fi + fl + •…+佥 + H 一 iz ) ， 


(3) 


(4) 


(5) 


A 十（名） = a^z n + a x z n ^ x + 




即得 


ro ) 


= ••• + 土 + w -（之) 

1 z z n 


G^U) 


/ + (^) = {“〆+••• + ^ + ZH+Osf) }<?-#(*)• 


( 6 ) 
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也易于证明这是所有的解. 

最后如果指示数 m > 0,则 

h -(0 « C m h + CO + 

这方程为 

^ A + f/— 00 ， A + (sf) *= / 十（彳 ) • 

z m 

满足并且容易证明，仅有这两个函数才能适合 （7). 

看怎样的 H + « 才使矿0)有则，展开// + 0)，即 

27 tt Jc Q 一 z 



( 7 ) 


* 



如果要使 POO 有则，则 a 可以取为等于上式的常数值，而且必须有 







= 0, 




故当 m>0 时，只当 （8) 式满足， npHBajiOB 问题才有解. 
总之 


( 8 ) 


定理1 (raxoB ). 如果边界函数的指示数一 w < 0，则 EfpHBajiOB 问题广 (0 = 
a ( Ora ) + KO 有带《 + 1个参变数的解 （6). 如果 aiO 的指示数 m > 0,则问题 
仅当适合 （8) 吋才能有解. 

习题 1. 读者试考虑 a(0> KO 可能有间断点的情况 . 

习题 2. 试考虑非闭曲线的情况. 


§10. Riemann-Hilbert 问题 


闭曲线 C 围绕一个 域级； a (0, KC ), 〃«) 是 C 上定义的实 函数. 问题是：求一个 
在逆内解析，在彦上连续的函数 

使在 C 上满足于 

0(0 — KC)«) = KO. ⑴ 

MycxejiHiiiBH ^ H 的解法：假定逆就是单位圆（这不失其普遍性）< 1，并假定 
a ( K ), KD ， c (0 都适合于 Holder 条件，并且假定在 C 上处处 a 2 (0 + ^ 2 (0 ^ 0, ( l ) 
可以改写成为 

2 淡 ((a + ^)/(0) 8=5 (a + h )/(0 + (a — bi) /(O 2c, (2) 

通过 npHBajiOB 问题，我们找出两个解析函数 F +00, F - W , 一在圆内一在圆外， 
使 

(a + bC)F 十 (X) + O — bi)F^)^2c % (3) 
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再作 


FtM = F 


z 


F ；( r ) = F 


z 


它 fn 也是一个在圆内一个在圆外的解析函数，而且它们也适合于条件 （3). 
(3) 式的共轭式子是 


即辱 



+ (a + bi) F 一 



㈡ 2 c y 


其理 由是: 


(a + bi ) T %{ z ) + (a — bi ) V ^ z ) — 2 c 9 (4) 

命 /( sr ) = F + O ) + 打0)，则 


KO = F + (y) + Ft (♦卜 F*CO + F-(0. 

(3) 加 （4) 得出 

(a 4 - ^ 0 /(?) + C a — bc)fO = 2c• 


附记.命 A 0) 是/00的积分，即 

dU _ 

dz 

=/， 

命 /iW = «i + 则 


dui 

-= U ， 

dx 

dv x 

* 

dx — 

= V = 

dut 

= — * 
dy ^ 


因此 （1) 式可以改写为 





a ( O^^KO 

ox 

dy 

=((()• 

: c 

(5) 


因而 Ricmann-Hilbcrt 问题可以看 成为： 求适合边界条件 （ 5 ) 的调和函数 A ， 这可以看成 


为 Neumann 问题的推广.反之，也可以把广义 Neumann 问题化成为 Riemarm-HUbert 问 

题. 


§ ii . 混合边界值问题解答的唯一性 

I- « 

混合边界值 问题: 闭曲线 C 包有一区域逆，在(:上依次取2»点^，屺心 • • •，〜， 
h (为了方便起见定义《„ +1 ==〜)，求出一个级内 的解折 函数，使其在由&到\的一 
段弧上，它的实部等于一给定函数外(0,在由&到 4 +1 的一段弧上，它的虚部等于一给 
定函数少々(0，々=1，2，…， K . 

当然我们假定除去~诸点外，在逐上，这函数是连续的.我们还常假定外 ( o , 
<!^ k ( 0 在对应的区间上适合 Holder 条件. 

这问题也可作为 Ricmaan-Hilbert 问题的特例. 

我们现在考虑您是上半平面的情况，而且假定 

a Y <C b x <. a 2 <C b 2 <. ••- <C a n <. b„, 

今后我们用 { b n , a n + 1 ) 代表两区间 b n < x << x >, - oo < x < a H + l 的总和•命 /« = 
uiz ) 4 - iv { z ) y 则混合边界条件就是 

=抑(»，当4 < >r < 古々， ■) 

泛=九00，当 h T < 4+1」 
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这儿々= 1 ， 2 ， …， n , 且在， a n+1 ) 上。 = 0 . 

1 ) 我们现在先研究一个特别重要的特例： <PjtM = 0 . 

在线段 h ) 上，由假定可知 〃0) -= 0,即是实的，即 W = / W 把实线 
段 A ) 变为实线段.因此函数/(幻可以经过（〜-,，~)解析拓展到下半平面.而 
且 /O — / y ) = «0) — iv ( sr ). 又在（ 4 , h ) 上，/0)是纯虚的，因此经过（4, 也 
可以把心）解析拓展到下半平面.而且 /O -^) = 一《0) + / VW . 因此，绕点& 
—周，函数 / O ) 变为 一 /0). 

函数 _ 

友 (和 v ; n ⑴ 

V z — b k 

与 fOO 有同前所述的性质.当 r < a 时，我们取 g ( z ) 是正的一分支，这函数显然有以 
下的性质 


淡 gM = 0 ，当 A < :r < ~， ' 

= 0 ,当 b k < x < a K+1 ,. 

且绕 4 或\ 一周， sOO 变为一 〆 =). 

函数 






(3) 


(4) 


在整个平面上是单值函数，而且除去\及 00 外无处不 解析. 反之，给了一个有这样 
性质的 〆 =)，则 

fOO = gMpM 

就是问题的一般解，显然解不是唯 一的. 

为了唯一性，我们不得不加一些条件使？ O ) 变为 常数. 我们加上如下条件 

( i ) / O ) = 0 ( jar — 当 Z —A 时， 

使 pM 在孤立奇点 2 = a 处， 

pM = o( U — ^ 卜 1 )， 

即 poo 在 2 = ajfe 处有则. 

同样加上 

( ii ) /( xr ) = 0 ( 1 2 — b K \~^) 9 当 z — 办 々吋， 

使户 00 在 e h 处有则. 

再假定，当 z — oo 时 

( iii ) /( 尨）- ► C ， 

则 pOO 在 2 — 00 也有则，因此它是一个常数 CW 即适合于条件（ 0 , （ ii )，（ iii ) 与混合 
边界条件（ 3 )的问题有唯一解： _ 

/O) *= Cgiz) = c J ! 一： 土 • 

v k^i z — b K 

2 ) 一 般问题的解的唯一性问题.假定有两个函数 / OhAO ) 都适合于 


1) 不难证明 K *) 在全平面上解析. 


癱 
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“lOO = “OO —外 W ， u k <C x 

"iCO 二 "GO = 少走 GO ， b K <c x c %+i ， 

及条件 （0, 00, ( iiO , 则 /OO — hOO 就是所讨论过的问题.而且条件 （ rn ) 变为 

lim C/W ~ /iW) = 

CO 


因此得出 / U ) 三 U 00. 


§ 12- Keji^Bini-OeAOB 公式 


1) 考虑函数 


在线段 a K < t < b K 上的 Cauchy 型积分 


< PkO ) 

gO ) 


gM 


丄 [ bk 心 

7ti g (j) t 一 


z 


(0 


当 ^ = / i 5 〜 i (/= I ，2， •••，??） 吋， 《( O 是实的，发 W 是纯虚的，所以 Wa ) 
是实的，即 


4 (/ 丄 ）= 


_ 


( 2 ) 


其次，当^ = h 9 a t < t 2 < bt(l = 1，2， 与々） 时，与 g { t ) 都是纯虚的， 
因此是纯虚的，即 


= ^ fkOi ) = o 




⑴ 


现在考虑^ < /0 < b K . 当=由上半平面趋于4时 ， Cauchy 型积分的值等于 （ Co . 

XOUKHH 公式） 


fkOo) 

g ( h ) 


1 dt 


^ PkOo ) 1 

■ ■ j I 1 L 

gO(d 订 /. 、 g ( r ) 




这儿积分取 Cauchy 主值，由 § 6 (3) 可知它等于 

丄 ( < p 々(0 _ 外(’。）、山 
uti V ^(0 


sC ^ o ) 


< PkOo ) 
h g(h) 


+ 


1 ^PkOo) Ua ^k ^ to 

^ 犮 Go ) ^ 一 A ) 


由于 


bk — h 


、—二 ip 


log - - - = log 

一 h — a 


tx 


所以 



K ， o ) 


^(^ o ) p 1 

-■- -- -- ■■ 1 

gOo ) ^ 


b ((< Pk ( f ) — < P ^ c 0 q )\ dt 


a k 


8 CO 


g ( h ) 


h 


1 <PkOo) , — i 0 

- ■ _H_L> _ ■ W W I [ W — • 

gCh ) — <^k 


(4) 


乘以 g ( k ) y 立见 


^ ftOo ) = ?〕々（〜）• 


(5) 


也就是 （1) 所定义的 Caucky 积分 /* W 适合于混边界条件 （2)，（3)，（5). 


♦ 226 • 




2) 现在来证明 /, W 适合于上面所提出的条件 （ i )，（ ii )，（ iii)，（r « 0). 

当 z —00 时，显然有 f k { z ) —► 0,也不难证明当 2 — 〜或 6/(/ 今々）时， 


gM 


= 0 ( 0 . 


即匕0) = 0(卜 一〜| i )， 及 ho ) = o(U — ~|4).因此在 
(0? (*0是适合的. 

由 （4) 可见，当时， 

繫 ^ 1 ，。- W W 1^)， 

即 


Z 




h 附近，条件 


ftC^o) = 。 ( 1 叩 ~|- - - r\ 

、 k 一〜丨/ 

当=在上半平面趋于 h 时，问题较易，但由于没有与 （4) 相仿的公式，所以处理起来表面 

I 

上更麻烦一些•命 C K ^ — Ca k + b K )^ 则当 a k 时显然有 

2 


广 <P 々⑺ dt 

•U gO ) t 一 z 


= 0 ( 1 ). 


并注意，当 cp (0 有界时 


^ . yCO _Jl_ = + ^o) du ( w n 

' t — f 一 z J 。 v ^ 一 w ") 


w 


1 ( ( c k ^ a k )/u/ cp(r 

Jo 


w 


^ k ) 


当 r 在 0 


附近，由于 j 


tr 全 （r — 1) 


dt 


dt 的收 敛性； 当 r 在 oo 附近，由于 fw 打的收 敛性； 由于 w 非实 


的，积分在 r 




r 


附近可以得出0 log 




_ 


因此，我们仍然有 


W 


AW = 0 (log 

因此当 z — a k ， 2 T — \时，条件（0, （ ii ) 都适合.（注意，这函数可以适合比 （ i )，（ ii ) 
更严紧的条件.换言之，在较宽条件（0, （ ii ) 之下，我们仍能得出唯一性解答 .） 

3) 同样可以证明： Cauchy 型积分 



/?W 


git) 卜 +i 如 (0 dt 

^ g ( r ) t 一 z 


适合于 （0, ㈤及 （iH ) (其中 c = 0) 及以下的边界 条件： 

琢 /fO) =0， 当 z < 心，/ = 1，2, 

^ 1 *(«) = A 0) ，当 \ < / < a k+l9 

= 0， 当心 < Z < a, +1 ，i 乓々. 

4) 相加得 Kejiflbiui-CenoB 公式 


n 


n n 

/o) = 5] /A) + S /?w + cgiz ) 

*=i 女 =l 

适合于 （ i )，（ ii )，（ Hi ) 及所给的边界条件 


■i 
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因此得 KejiAbiin-CeaoB 公式. 

定理 1. 上半平面的混合边值问题有且只有一个适合于以下三条件的解： （0 当 

» a 々时， fCjs) — 0( | ^ — a K | _*); ( ii ) 当2 〜时，/(交） = 0 (^\z — b K \ - * )； ( iii ) 

当 = 在上半平面上趋向 00 时， / U ) 趋于一实数 c ， 这解由以下的公式给出 


心) 


7CI 


(<Pk CO 


dt 


t — z 


+ / V 卜 + 1 

K^i giO t ~ z 



參 


§13 . 其他域的 EejiABiin-Ce^OB 公式 


l ) 利用保角变换 


Z 


IW 


w 


1 


把上半平面^>0变为以冬为中心， I 为半径的圆，它把\变为则 


z — 


w 


C^k 


w 


h 


w 


w 


■ 1 — 1 

oe 々 / 1 — ajt 


w 


1 ~ 1 


w 1 — A 

代入 Kejmbiiu-CejLOB 公式（为了简单起见我们假定 /( oo ) *= 0), 把符号 々， 心换成 
z ， a k ， 则得公式 

疋 o) f r(0 怎 


fM 




7tt 


^ g (0(^ 




这儿 C 代表圆周 c 一 


2 


2 


， r (0 在弧 （4, 心）上等于 qpJt (^)， 在 （&*， 上等 


于 

2) 读者试自己推出单位圆的 情况. 这时 KeJiAbiui-CeaoB 公式的形伏是 


/W 




dl 


+ 



I; 


a h^K 


( C 0 z n + C x z n - 1 + 






k 


y 


r 



(芯 一 4)(2 — 心） 

这儿 c 。， —, c n 是复常数. 

3) 为了下面应甩方便起见，我们处理一个半圆 


z 


2 


2 


y > 0的问题，并且假定在半圆周上 

«00 lc *=* <p(0 3 

及在直径 y = 0上 


wW + t/M | y=0 = 义 00, 


并假定 qp “），都适合 Holder 条件. 


这问题既可以用§ 11，12的方法从头处理，也可以直接应用以前的结果. 
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命 AW 是适合于 


« lO ) lc = 9CO5 « lO ) + | y-0 =* 0 

的解. w =600 将实轴变为 》+ p =0. 由对称原理可知函数 AO ) 可以解析延拓到 
下半圆 ，： 


ix(^ — iy) = 一 " 1 ( 丈， y) 一 ^ X (x 9 y) m 


(1) 


因此在下半圆周上 


=—平( X ) • 


由 1) 可知 


fM 




C 


^r(l — z) q>(QdC 

C(i -o C — 之 



z 


(1 — z) <p(cvn 

—O ^-z r 


( 2 ) 


面 x 2 + y 2 — x 




的极坐标写法是 p = COS 0 ，gp COS 0 〆 ' 当 0 < 0 < a 代表 


上半圆，而 G > e > ―贫 代表下半圆时，显见 


— ^ 


t sin 


6e i8 ^ dt, = ie 2t6 dd^ 


使用变换6» 


t ( 并以如代 f )， 则得 



c \ w 


芯 (1 一 z) q>(^w^)dw 

2 i 7 


(1 一 


W ) W 一 ZC 


再由亡 2 *: = 2 cos 2 X — 1 + 2 i sin t cos r = 2 cos te 

w 换成为“则 （2) 中的两个积分可以合而为一 


ir 


并将积分中的变数 


1 M 



z( 1 — 0 ) 


Tti J^C(1 — DC — 


z 


+ s — 2 lz 


< p ( O^L 


(3) 


命 / 2 00 适合于 

«2( 幺 ） Ic = 0 ， “ 2 W + 。 2( 幺） U，o = ^ W. 

^ = / 2 W 把上半圆周变虚轴，因此 AU ) 可以通过 C 而解析拓展到整个上半 平面. 按照 


对 称原理，实轴上依圆 c 对称的 两点心 一 UM 所取的数值是依虚轴（心= 0) 对 

LX — 1 


称的数值 ，即 


龙00 




砉 


我 们已知，在（0，1)上 

溪 {(1 — *.)/ 20 )}= U 2 ( x , 0) + v 2 { x 9 0) =尤〔 X )， 

在（一00, 0)，（1， 0 O ) 上 

j^{(l — 0/2 W } = ^2 

=X 

所以可以把上半平面的 KejiAbim - CeAOB 公式用到这问题 上来. 经过简单变换得出 

C 1 — OfM = ~ (\/ D 一 ') (—- 丄丄 ) X (/) dt . ( 4 ) 

in Jo y /(I — t) — z t + z 一 2tz / 
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一般问题的解等于 

/00 = fM + / 2 (af). 

附记.考虑 tp (0 «0, Xix) = 0的情况.容易看出任意平面上对实轴求对称一 
次，对圆求对称一次，即在=平面上绕 2 = 0(^ 2 = 1) 转 180°. w = /( sr ) 依 u + v == 0 
求对称一次，对虚轴求对称一次，即如在=平面上转 90°. 因此当; er 绕 0( 或 1) 一周 w 正 
好变号，因此函数 

V ^(1 一 

是一个在全平面上的单值函数.由条件可知/(^^― 〆 〖 一 0， P 是实数，由对圆的对 

称关系可知/(00) = — p(l +/)，因此当 2 — 时 5 ► 0. 

如果假定 /GO 0(1 2卜*)及 /0 O = o(l 1 —H 一*)，即1 pM = o ( UI~ 1 )j 这说 
明单值函数不能在3 « 0外有奇点，同样，在2 = i 也不能有奇点 ，因此 pO ) 是零.即 
在这样的条件下，问题的解答是唯一的. 

如果我们假定了 


du 

dx 


= 0( 卜|-丟）， 


du 

dy 


= o (\ z \-^) 9 


则得 

若 w(0, 0) = “（1， 0) = 0, 


则推出 / O ) 


§14. 一 个混合型偏微分方程 


我们现在来研究 JlaepeHTbeB 偏微分方程 


r 



d 2 u 

d ? 


+ 沒 （ y ) 


d 2 u 

d / 



(i) 


这儿 Oiy) = ±1，视 y 窆 0 而定. 

所考虑的区域、货是被以下的线段所包围 的：以 丄 

2 

为中心 ，+ 为半径的上半个圆 


C ： 



从0及1所发出的两线段 



2 


y >0, 


L : : r + y = 0 ， 

L x i x — y == 1. 

在 C 上给一个函数 qo(() ， 在 L 上给一函数 000, 并且假定它们都适合 Holder 条 
件，且 <p(0) = </>(0) « 0. 

问题： 求出 《(h >0, 使适合以下的一些要求： 

(0 在土 级上当 y 今0时，《适合于方程 (1); 

(ii) 在闭域逆上连续， tt| c = (jo“），«；/.=* c/»(ar) : 


• 230 





( iii ) 1^，#在逆内部 连续； 


dx 5 dy 


( iv ) 在 z = 0 及 ^=1 附近， 


du 


du 

dx 


=3 


o ( x ^) 




o(\x — 11 — 3/2 ). 


du 

dy 


0( W )， 


du 


0(|尤一 i |- 3 々）， 


BHUSA3e 的解法是： 

1) 在下半平面上，方程 


d 2 u _ d 2 u 
dx 2 dy 2 


d 


d \ ( du du 


dx dy J \dx dy 


0 


的解可以表成为 


u = 少 （r 十 y ) 十 — y). 

这儿 A w 是任意两个函数，由条件 GO 知道 


( 2 ) 


“II =少 （0) + ^(2^) =少00* 


因此 


u = 少 （jc + y) — 少 （ 0) + 0 


x —— y 
2 


0) 


由 （ ii ) 可知 


u(x, 0) = 少 0) — 少 (0) + </» (+)• 


⑴ 


在上半平面 y ) 是调和函数.命 y ) 表它的共轭函数，而且 〃(0, 0) 


* 


由 （3) 已知在下半平面上 


% = + y ) 一 j 〆 卜 — y 




由（化）， 


du 




的连续性可知，在 x 轴上 


dx 


du 

dy 




— 少 '（^) + — (p f 

2 


x 

2 


积分之，得 


p(^x 9 0) *=• — 少（尤 ）+ <P(0) + cp (― 

\ 2 


(5) 


与 （4) 相加得 


«( 尤， 0 ) + 0 ) 2<p 


x 


2 




⑷ 


因此问题一变而为上节所讨论过的问题，即求适合于 


«ic = < P (0^ 


u -h p\ 


y 


2 X ^ x ) = 2( J > 


x 




的调和函数的问题了.因而唯一性与存在性都在上节 3) 中讨论过了. 

现在我们来证明解的唯一性.不妨假设函数《在1*和 C 上为零.由 （6) 即得 

«(jr ， 0) + v(^x^ 0) = 0. 


(6，） 
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设尺是以 （L 0) 为中心， S 为半径的且整个在=丄内的圆.令 G 和己 

2 2 

分别表示 K 的上半圆周和下半圆周.于是圆 K 内函数 FM 的值是由它的实部分在 c k ± 
的值唯一定义的，也就是求在圆 K 内是全纯的而在闭圆充上是连续的函数 FOO , 它具有 


边界条件 

淡 TfO) =«(x, y), z€C k ; 

^FC^r) = - -m ( 尤， —y ) 3 ^ ^ C Km 

由 Kejiflbiiu-CejaoB 公式立得 

i ?0)= 丄 f / o — 互 + g )(^ + e — g ) «(0 

7ti V — f + + e — / — z 


1 [ /(^ — g + g)(g + e — ^) 〃(0 dt 

jt Jc K y (/ 一 茗 + e ) (专 + e — /) t 一 z 


令。 h 并作变换/ = ^ + e /， 由 （8) 式立得 


F (0 


it 




jr Jo 


“(互 + £ 

Vi - W 


dd 


2lt + Be 


i 0 


7 t 


n 


V1 - W 


dd . 


对后 一 积分作变换0 = 2* — ( p ， 且注意 

1 _ e icp 

~ ■■■ ， 

a/ 1 — 亡 “ 2 叫 i\/\ — e 2i<f> 


即得 


F ⑴ 



=3 


7 t 


7 t 


0 


«(互 + sc w ) 




( 8 ) 



+ ee i6 )dd. 


由此立得 

« (友， o ) = I j 。(9) 

由 （9) 式我们可以证明《0, y ) 在实轴上的线段（0, 1) 上不可能取正的极 大值或 负的极 
小值.否则，若《在点（纟， 0) 处达到正的极大值 M ， 我们可找到在一个以（€， 0) 为中心 
充分小的 e 为半径的圆周 C K 上的一点 f 使 |«a + 6^01 < M , 由（9)，且注 


意 



TC 



1， 


即有 

u (与， 0) » M ==> 丄 j u (^ 4 - se i6 、dd <! 丄 A / !。 f S ~ dd ^ M . 

同样可以证明 《 不可能在线段 （0, 1) 上达到负的极小值.又由于 u (0 9 0) = «(1， 0)-0, 
因此《0, 0) 在线段（0, 1) 上为零，从而《在域逆内恒等于零. 
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第十三章 Weierstrass 的捕圆函数论 



定 XI . 命 M 是一个数集，如果其中任意二数的和差都在这集中，这集称为模. 
例所有的自然数成一模，同样 


nw ， /? = 0 ，土 1 ，± 2 , • * * 

也成一模. 

例 2. 所有的有理数也成一模. 

例 3. 所有的实数也成一模. 

例 4. 所有的复数也成一模. 

例 5. 所有形如 

. I 

a - b i9 a, b — 0, ± 1 ， ± 2 , ••• 

的数也成一模. 

定义 2. 如果模 M 中有”个数使模中任一数 似 可以唯一地表成为 

PiW , + ••• + P n w ni (P 是整数） 


的形式，则成为 M 的底. .《 称为模 M 的秩数. 
例1的底是其秩是 一 • 

例5的底是1，/，其秩是二. 

如果模 M 有另一底 w ;， 则由定义可知 



n 


W 






所以 


% w S 2 a y b ik w i 

) =1 麾二 1 

由定义可知表法是唯一的，因此 

S S b 汰篇 

j-i 发 =i 

因此 Oy )， o M ) 是二可求逆的矩阵，因此 w =»• 

定理 1. 如果模 M 还有一底《/;， •• •，如“则 tn ㈣ n ， 而且其间的关系 


又0，若 i 今 







可以一个行列式等于士 1的方阵 M 表之. 

定理 2. 没有有限聚点的实模的秩数是1 ， 也就是存在一个《/ , 使这模就是 

mw ， n = 0, ±1 ， ±2, ••• 


所成的模. 
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假定 …是 M 中最小的正数，如果= 0，±1，*.>之外另有一数《/令，则 W P = 

0 + ^ V , o < d < i ， 而 o < 如一請 <«；，这与假定相 违背. 

推广些有. 

定理 3. 没有有限聚点而每两数之比是实数的模一定是一秩模. 

定理 4. 没有有限聚点的复数模的秩数只能是一或二. 

证. 1) 在平面上记下这模的诸点.假定0是最近于原点之一.通过作直线 L ， 
在这直线上仅有 fnc^(u = 0 ? ±1 3 土2, ..•） 为 M 的点而无其它（定理 3 )，如果此处无 

其它的点，则这模是一维的. 

2) 假定不然，以原点为中心作一圆.除 L 的点以外，在圆内无 M 的其它点，但在周界 

上有 M 的点.由于无聚点，圆周上的点不能无穷，我们 
有一点它与〜的圆心角最小.现在证明，除 

nw + mu / 

之外， M 无其它的点. 

假定不然，而有一 r 可以表成为 

r == (« + 9^ti> - {- (jn + w\ 

0 < ^ < 1 5 0 < 汶 ’<1 

的形式，因此 

fi ~ Stv 4 - W 

也属于 M . 〜位于以0, w ， 《/，… + u / 为顶点的平 

行四边形内，而且不与任何顶点重合.由作图法它不 
能在有阴影的三角形内，因此，它在另一部分之中.但此是 

W + IV — #*1 = (1 — ^)w + (1 — 

也属于 M ， 而它却在阴影的三角形中了.这与作图原意违背.因此得出本定理. 

习题.《维矢量所成的模的秩数 



t 


§ 2.周期函数 


三角函数 sins , cos 2， tgz ，**• 等的一个最重要的性质是周期性，即命 fO ) 是其中 
的一个，则 

f(z + 2nr) = /O). 

由此当然得出对任一整数《常有 


/(2： + 2«*) = fM • 

这样的函数称为周期函数以 2 W 为周期.但为了区別起见，这称为单周期函数，而本章所 
要讨论的是双周期函数. 

命 A 是任意二复数，其比非实数，适合于 

+ 2w v ) = f(S!) ， f(Z + 2w 2 ) = /O) 

的函数称为双周期函数.以2^ 1? 2 w t 为周期，双周期的亚纯函数称为椭圆函数. 

如果亚純函数的周期有一聚点，则它一定是常数.因为如果有聚点则在 q 附近 


有无穷点 a 都使 Kq ) = / O <0, 々=1，2, 


♦ ■ * 


由 Vitali 定理，可知其为常数. 
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与上节的结果合并言之，我们仅能讨论有一个周期、两个周期(其比是复数)的亚纯函 
数，而讨论比是实数的双周期函数及两个以上周期的函数是无意义的. 


§3. 周期整函数的展开式 


假定是以砂为周期的整函数，即适合于 /G +如）=/0)的整函数.命芯= 
wlV /2 n 及 

/ O ) = < p (^0， 

则 

q)(W + 2 jt ) j(z + w ) = /( 怎)= 

即 ( PO ) 是为周期的函数.要讨论 < p ( w ) 在全平面上的性质，只要研究 < p ( wO 在长 
条0<^<2：«中的性质即足.全平面可以分为无穷个长条 

2 utm ^ x <Z 2充 (m + 1)， w = 0， ±1，土2，•••， 

而每一长条中的性质都是一样的. 

把 q > M 展开为 Fourccr 级数得 


cO 


(pM 頌 2 c n(y) 产， 


这儿 


C n ( y ) 




0 


q>Me^ tnx dx. 


由于 < pO ) 适合于 Laplace 方程，所以 

: d 2 






dy 


一 inx dx 


& 1 


2 ar Jo dx 2 


( pi ^) e 一 tnx dx 




2 广 >2 tc 

— I q){ t z)e~ inx dx = n 2 C rt (y) 

2 jc Jo 


(用两次部分积分及 ( PW 的周期性). 


这微分方程的解答是〜 


b n e ' 因此得出 


C0 


CO 


中 w = 


iniz) 


n 






这是有周期的调和函数的一般形式，作为解析函数 f 4 因此得出展式 


因此得出 


00 

<pW = S “〆 

% =3 — «0 


m . 2, in I 

/W = S • 

n « — oo 

本节所涉及到的收敛性都是十分容易处理的，因此得 


定理 1. 周期整函数 / C 0 可以表为对所有/都收敛的 Fourier 级数. 


_ 
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对一般的 / O ) 讲，过 0 与 w 作二平行线，这二平行线间的区间称为的周期带. 
显然平面可以周期带经每次前移或后移 w 而得出的带子盖满，由 Liouville 定理显然推得 
定理 2. 如果一个周期整函数在周期带中有则，则这函数是一常数. 

定理 3. 如果在当 z 趋于周期带的两端时，是有限阶无穷大，则它一定是三角 
多项式. 

更普遍地有以下的 

定理 4.命 / O ) 是一个亚纯周期函数.如果当2 — co 吋， / W 的无穷大阶是有限 
的，则它是两个三角多项式的比值. 

§4.基 域 

考虑由变形 

2 1 = ar 4- mw + m w \ = 0，±1，±2，... (1) 

所成的群.如果有变形 （1) 把 Q 变为 h 这两点称为相合. 

如果 wlw ， 非实数，这群有一特点，一点^与其相合点所成的集合是没有聚点的(除 
±00外）. 

这个群的演出元素是 

Z ^ Z + W ， Z — z w\ 

我们不妨假定 ^{ w / w ， ') > 0. 对任一《作直线 

z mw + tu / ， —00 <C / <C 00. 

对任一 W ' 作直线 

z = m w" + tw ， —co < / < oo. 

这些直线把平面分为无数个平行四边形，这些平行四边形是相合的，即给了任意两个四边 

形，我们有一个变形（1)，把其一变为另一. 

定义. 在平面上的一个域称为一个基域，如果它适合以下的条 
件- • G ) 任何一点一定相合于这基域中的一点； （ u ) 基域中任何一 
点都不相合. 

例1.由0， w ， 《/， w -\r w " 四点所成的平行四边形成一基域， 
但必须严格说明四边中只算两边 ou /， 四角点顶点只算一顶点 0 . 

例 2. 由图68的图形中一边附近挖去一块，补到对边上去也成一基域. 

§5. 椭圆函数的一般性质 

假定 /(=) 是任一椭圆函数，即双周期的亚纯函数，具有周期2«/与2«/，假定比值 
此 , 非实数，并且不妨假定技0/«0 > 0. 因此由四点0, 2 如， 2 «/， 2 0 +如')所形成的 
平行四边形非銳化的，称为基域.形如 2 {mw + m w ") ( m y w ' 是整数）的点把平面分成 

为一些与基域全等的平行四 边形. 每一平行四边形中/00的性质，都同基域的性质是 一 
致的. 

定理 1. 如果双周期函数是整函数，则它一定是常数. 
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证明是十分简单的，在基域 K *) 有界，因此在全平面有界，故由 Liouvillc 定理立刻推 
出这一结论. 

因此，在基域中或边界上 / C 0 至少有一极点，在边界上的极点数的计算法是两个算 
一个，因为 如果 3 极点，则5： 土如，也是极 
点. 如果， 在边上，贝丨 〗 Z 士如 ， Z 土 〆 四点之 一 〜也 
在辺上.如果绕=作半圆弧在区外，则所对应的绕 
的半圆弧在区内.在这样修改后的基域内， Z 与 
中只留下一点，同样角上如有极点，则四角全有， 

但只以一角入算.基域中只能有有限个极点，把重 
数算进去，并且依以上的理解入算，则极点数称为椭 
圆函数的阶. 

定理 2. 椭圆函数 f ( z ) 在基域内所有的极点 
的留数之和定等于 0. 

证.只需证明沿基域的周界的积分等于0即足（但注意如果边（角）上有极点 ， m 
用以上所说的办法，避开之）. 



r 


图69 


! [lw 「 2(… 十议，） C2w f C0 

/(sr) dt ^ \ + I + + l K^)dz 

C Jo Jlw J2w f 

j* 广 ^ 0 

=i j(^z)dt + I f(^z + 2ui)dt + 1 /(sr + 2w^)dz 
Jo Jo J2w 

+ j{z)dz = 0. 

J 2 w f 

由此立刻推得 

定理 3. 设有一阶的椭圆函数存在. 

定理 4. 椭圆函数在基域内取一复 数值“ 的次数等于阶数，因此零点数等于阶数. 
证.在基域中 /W = «的解数与极点数之差等于 


丄 f fM 

2ni J^ 一 a 

被积函数是椭圆函数，因此，此数是 0 ，即得所证. 
定理 5 . 在一基域内，的解是〜， a 2 . 


dz. 





而 /(>)= oo 的解是 a ， 


相合. 

证.已知 


n 


S 


n 


SR 



f(ji) — a 


dz 





dz 



dz + 



dz 
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积分 







/，w 


rw - 


— dz 、 
a / 




> fM 

o /(J3T) — a 


dz + 2w 



2u/ f 


0 


fM 

/( sr ) — a 



套 


o /C^O — a 


等于 log (/0) — fl ) 从 0 到 2«/ 的变化，由于 f (2 w ) — « == /(0) — a 9 所以这变化等〒 
2 mA 而 《 是整数，故得出所证. 


§6. 代数相关性 

以2% 2«/为周期的椭圆函数的集合 K 经加、减、乘、除（分 母与 0) 而自封，这 K 称 
为一个代数函数域. 

定理 1. 代数函数域 K 中任二函数 / W , gM 都是代数相关的，也就是存在一个常 
系数的多项式 P ( Z 、 灰）使 

P ( fM ， gM ) = 

证.命〜， …， a m 是基域内 /(2 f ) 与 gM 的极点的集合. fM 在 a " • * 的 
阶数各为 pi ， …， pm \ 《(2)的阶数各为《1，…，〜，命 

n 

2 maX ( P ^ = P - 

i - 1 

假定 0( z ， 灰）是 z 与 w 的某一 n 次多项式(系数待定）.将 z = / W , w = giz ) 
代入这多项式，则它也是 k 中的函数.如果能 证明： 我们能选取2的系数使 P (/， p = 
FM 是一常数 C ， 则定理就证明了.因为取 P - Q - C 即得，也就是如果选得0使 
Qiu g ) == FO 0 在2 == A 处的主要部分都等于0,那也就够了. 

对 F W 来说，极点 h 的阶数< w max ^).因此，使 FO ) 在 2 々的主要 
部分为零的条件数 max (/V A ). 使 FM 在所有的2 = 4的主要部分为零的条件 
数 

m 

^ n S max q k ) ^ nP. 
k — 1 

这些条件对多项式 0 的系数来说都是线性齐次的，而多项式0总共有 +(« + 3)«个待 

定系数（我们不计常数项).因此，选取《 + 3 > 2 P ， 则待定系数的个数多于方程的个 
数.这方程组至少有一组异于0的解，因而所定出的9就适合我们的要求. 

由于/00的微商与 /'(=) 有相同的周期，因而推出 
定理 2. 任一椭圆函数，都满足于如下形式的代数微分方程 

K / U ), fW ) == 0, 

这儿 P ( Z ? W ) 是多项式. 

附记•命 fM 是一奇椭圆函数，则 = —/( ——/(— = — /(«0, 

所以 M - 0. 即一个奇椭圆函数在半周处有一个0点或极点，这0点或极点的阶一定 
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是奇数，如果不然， K 幻有 一 2« 阶的零点，则是一个 Z == W ， 不是 0 点的奇函数 
这是不可能的.同样，如果 / O ) 有 一 2«阶的极点，则考虑 (-^) <2 n ) 可得同样的结论. 

§7. 椭圆函数的两种理论 

前面已经讲过没有一阶的椭圆函数存在，因而我们从两阶的椭圆函数入手，希望从这 
些基本函数构造出所有的椭圆函数来.两阶的椭圆函数显然有两点 _• G ) 有一个重极点 
的椭圆函数； （ ii ) 有两个单极点的椭圆函数;这就是 Wcierstrass 理论与 Jocobi 理论各个 

不同的出发点. 

更切实 些说： Weierstrass 从构造出在基域内仅有一二重极点的椭圆函数出发，然后 
发展成为一般理论.而 Jacobi 的理论则从两个单极点的情况出发.前者在理论上显得更 
方便些，但在实际问题中 Jacobi 函数更常 遇到. 


§ 8. Wcierstrass C 函数 


我们把原点放在基本平行四边形的中心，我们研究那种以 


为二重极点的椭圆 


函数.由于周期性，所以 
建议我们考虑函数 


2 mw + 2 m w f 也都是极点，因此 


^ 

mt (之 一 2mtv 一 2m u/^) 1 

如果这级数收敛，则它就是适合我们所需要的函数了，因而 
我们不得不迂迴一下. 

引理. 如果> 0,则级数 



图70 


QU 

_ 1 …- 

mr m t(jnw + m w f y^ 

是绝对收敛的 3 这儿 f 表示由2中除去 W =>〃/=() 的一项. 

证 ，把济如 + m w 画在平面上，定义充 是以 n、w — w) ， n 、 — w + w^) 5 

n(-w — u/) 为顶点的平行四边形的边框 ，在〜 上共有8«点.命/等于〜上的点与0 
的最短距离，则％上的点与0的距离是 W ， 因此 


S 


由于是收敛的，所以引理得证. 


_< 8^ 


由引理推得，级数 


/W 


s 


(-sr 一 2 mw — 2 m ’ w ,s ) 


(1) 


是绝对收敛的（但 z 不等于 Imtv + w 之一).在任何一个圆内除有在此圆内有极 
点的诸项外，这级数是一致收敛的.因而可以证明 （1) 代表一亚纯函数，而且以 2 w ，2 V 
为周期.这显然是一奇函数. 
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求 /( d 的积分，我们可以构造出偶的二阶椭圆函数. 
取一条不碰上极点的由&到 Z 的曲线，求积分得 


< p (^) = C + 


Z 




0 


— C 一 S 

2 


Qz — 2 mw — 2 w '«/) 


2 


(怎 o — Imw — 2 m w^y 


參 


把 


m m 


/ 


的项提出 


qp (^) + 


z 


2 


C + 


2 z \ 2 


-(之— 2 mw — 2 tn w ^ 1 


— 2mw — 2 W) 2 




右端的函数在 


z 


处有则，所以可选 C 使其在^ - 0处的值=0,即 


0 


C 


2zl 2 


IT 


- (2m 如 + 2 m ’ u /) 2 


(^o — 2 mw — 2 m ' u /) 


2 


争 


因此 


< pO ) 


2 1 - 2 


2' 


z 1 


(之 一 2 tnw _ 2 m w f ^) % 


{2 mw + 2 m ' w ^ y 1 ^ 


花括弧内是 Wcierstrass 函数，记之为 rGO , 即 


r W 


z 1 


2； 


( 5 ： — 2 mw 一 2 m w fS ) 


(^Imw + 2 tn w ^ 2 


这级数绝对收敛，因当 T 充分大吋 


1 1 1 
■ 

1 

=I 

(2 T 一 z^)z 

(z — T ) 1 T 2 

J 

T\z — T ) 2 \ 


0 


T 


因此由引理可知级数 （2) 收敛. 

并且容易证明 rW 是偶函数，即 

y(~z) = r (^)* 


而 


2 


2 


f ( z ) — — — — 2^- 

z l (jar — 2 mw — 2 m w ^ 1 


— 21 




z — 2 mw — 2 m ’ u /) 


3 


— 2/ W . 


由此可见 / GO 是一椭圆函数，其周期是2^，即 


Y^z + 2 tv) — 7(2) = 0, 

〆 （芯十 2«/) — y'OO = 0. 


积分后得出 
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y(z 4 - lui ) — y ( sr ) = C ， 

+ 2«/) — ^ C \ 

—«/ 分别代入上式，并由于 rW 是偶函数，因此（：= C ' « 0.由 
此 rW 是椭圆函数，并且在平行四边形中有一二阶极点，在 Imw + 2“ 处的主要部 

分是 ^ 


以 


Z 


W 


及 


Z 


(芯— 2 mw 一 2 m w ^ 1 


易知 / U ) 是三阶的奇椭圆函数，由上节的附记可知在半周期处 W 如+ u / 为 
零点，因此这些点都是 rW 的二重点.即 

r (^) — rC 0 ^ + u /) ㈡ <? 2 ， 

rO ') =〜 


即 r W = 时有重根.如果_ q ， q ，3， 则 rW ^ ^决无重根，其理由 

是如有，则 r '00 = 0又多了一根，这是不可能的. 


rOO 的〃次微商是 


r 






(― 1)” (” ' 十 + (― i)”0 + i)f 

JO 


1 


(之— 2 mw 一 2 rn 


9. rU ) 与 r ( z ) 的代数关系 


先求 rb ) 在 


0 处的 Laurent 展开式，由于 


( 


z 




■ ■ - ■ 

j*)2 t 2 T 2 


1 


Z 

T 




S 皆 % 


而 rW 是偶函数，由 §8(2) 可知 


r W 


Z 


Ilz 2 + ^Z 
20 28 




这儿用通常的符号 


⑴ 


犮 2 = 602' 


{2 mw + 2/ w ’ 〆 ) 4 ’ 


^3= 1402: , 


{imw + 2m w f y 


微分 （1) 式得 


r'OO = — 3 + + 令/+ …* 


z 3 10 


7 


由（1)，（3)可知 


r » 


1 — Mi ^ * * « I 

r \ 10 7 A 


r 3 W 


=_ < 


Z 


1+ f ^等—+…}， 


因此 


( r ' W ) 2 — 4( rOO ) 3 + girM — — ^ + C 2 z 2 + C 3 〆 + 


« * • 


# 


⑺ 


右边是一处处有则的双周期函数，所以是常数，即 r ( W 与 r ' OO 之间有代数关系 

( 〆 （方）) 2 4 r 3 (《）— 犮 2 r (交） 一 

r '00 的三个零点已经知道是 a ™ tv ， u/，w + u /， 因此得出 


(3) 


(4) 


(5) 


« 
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(r'W) 2 = 4(yO)—〜）（r W —〜）（r W — 。乂 


(6) 


这儿 q Q + 亡 3 = 0 ， e x e 2 + e 2 e 3 + e z c { 

必须非 0. 

命 rW = 则得微分方程 

dz 


§2 

4 




dw ^/ aw 1 


SiW — g : 


因此推出 


w 


怎一之 o 


dW 


妒 0 \/ 4M/ 3 — g 2 W — g 3 


(W 


o 


命0，则灰。—00，因此得出 


Z 


W 


00 


dW 


AW^ - g 2 W - g. 



的反函数是 rO ). 
微分 （5) 式得出 


2r"0) = l2r 2 W — g 2 , 


ii 

4 


5 


判別式 ~( gl ~27 gl ) 


⑺ 




C ^ o )) 


(S) 


§ 10 .函数 C ( z ) 


Weierstrass 再引进函数 

d ) =^- —- — f ( rC ^) — ~) d ) = — r (艺 ）） 

z Jo V z 1 / 

由 rU ) 的表达式可知 




-sr 一 2mw — 2m 


w 


(1) 




2mw + 2m w 



z 

j 

i2mw + 2tn w^ 2 - 


⑺ 


这级数代表一个亚纯函数，以 2 mw + 2 m w f 为其单极的 函数. 由于 
(COO + ?(~~ 2 r))' = O) — r(~^) = r (— «0 — rU) = 0 ， 

可知 +^{~ z ) = c , 当 2 — 0 时，由 （1) 可得 C = 0, 因此 - ^(- z ) 


是一奇函数. 


CW 仅有一单极点，所以不可能是椭圆函数.现在研究当+ 2 w ), ^ + 2 〆 ) 
改变时的情况. 


+ 2w) — ^(sr)) 7 = — y(^z + 2 如 )+ yG) = 0 ， 

因此 

((之 + 2tv) — ^(sf) = 2tj, (3) 

同样 

C(ar + 2«/) — ^(ar) = 2ij\ (4) 

数值«/，。 Y 间有简单的关系式存在.我们为着顶点是 士 w ±« /的平行四边形 
求的 积分. 在这平行四边形中， CO ) 有一留数为1的极点2 » 0,故这积分等于 
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2“. 即 




uti 



w-Yw 9 

w—w’ 

w-Vw f 

、w 一 tv’ 


w-htv f 


、 w_u^ 


Uf^W 


+ 2w^)dz 


k w/+o/ J ~W' 

— w^w i 


J ^ dz 


+ 2 w^dz 


w—w 






^(^ z)dz 


W 一 W' 


w~w 




Z 


u^*¥w f 


u / 一 w 


+ 2 w ^) — ^dz 




U / 一姒 


CC(, Z + 2w f> ) 一 ^(^z))dz 


Ar \ w 9 — ^ i { w m 


即得 Legendre 关系式 


/ t 


r\w 一 7] w 


2 


ict 




(5) 


§11. < z ) 函数 


Weierstrass 的 aO ) 函数由下法引入 

<j(5f) — 0CXp 


z 


0 


CM — dz 〉， 


(1) 


即 


(log 0*0) )' = f0) 4 


( 2 ) 


将 （ O ) 的展式 §10(2) 表之 


“幺） 一 


z 


r 


z 


z — T T T 2 尸 


以 T 表 2/;^ + 2 m ， u / 逐项求积，而且取指数后，得出 o *00 的无穷乘积表示式 


aO ) 




之 exp 


( log 1 


z 


T 


z 


z 


T 2T 2 


Z7t f 1 


Z 


T 


e 


z . z 


T 丁 2T 1 




这显示出 aiz ) 是有零点 z = T 的整函数. 


z 


0*( •— ： 3：) = 一 ^expl \ ( 

0 


U 


du 


Z 


2 ： exp( 一 \ ( 亡 ( —— ™h —— )dv 

v 



% 


^expi \ \ ———1 dv 

0 \ v 


口 W , 


可知 a (幻是奇函数. 
从 （2) 可知 


c/(z - 2w) cr\z") 
cr(z + 2tv) cr(ar) 


2”， 


(3) 
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求积分且取指数后得出 


g(^z 4 - 2w) = < 7 ( 2 ^) <? 2lJ * +r 5 

\>1 z ^- w 代入此式，则得一 1 = ^- 2 ^ +r ? 即得 

< 7 ( 3 ： + 2 «/) = — < T (2 f ) < f 2lJ ( A+M/ ). 

同样得出 

< j(^z + 2«/) = — cr (公) 

除 cr ( 2 ) 外，我们还有三个 o •函数 

^ 2 ij x 

qO ) = — —— ■■- - cy(z — 如）， 

W ) 


a 2 0) = 


一 a { w f ) 



—〆）， 


汀 3 00 


€ 


2 ij"js 


0*( 矽"） 


0*(^ — 


这儿雄少+ «/，而巧"是+ 2«/") — CO ) 

编号也是通用的习惯. 




矽〃 )， 

in . 取负号为的是使 q ( o ) = 



12. 椭圆函数的一般表达式 


一 般的椭圆函数可以有下列三种的表达方式： （0 由 aO ) 表出（因子分解法）， （ ii > 
由 （00 表出（分项分数法）， （ iii ) 由 rOO 及 r ' W 表出. 

(0 假定 / O ) 在基域内有零点&，•••，〜及极点 h …， b „ (重根重算，边界上的算 
法见前），我们早已(在 §5) 证过 


n 


n 


5] 〜 一 2] 匕=扣， 


20是一^周期. 
作函数 


<pW 




0*(0 — 01) • • -0*(^ — a”) 


< j(^z 一 办 1). • — b n ^ i )( j(^z — b n 一 2* Q ) 


此函数与 / OO 有同样的零点与极点，并且 


q>(^z + 2^) = qp(sf )， 

故 / U )/< pO ) 是一无极点的椭圆函数，因此 

/W = Ccp<jx) • 

( ii ) 假定 /OO 在极点 z = b 从苗 1，2,…•⑺）有主要部分 


发*00 


C 


々夏 


C 


K 2 


C 


z 一 b 


K 


怎 — bit) 


+ 




z 


— 


n 


则差额 


/(*) 一 2 \ c k^( z ~ b k) ~ C k2^( z ^ + 


« #參 


卜广 0 0 —〜）} 
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是一个全平面上解析的函数.由于这是椭圆函数，当 z 变为 z + 时，这函数增加 


m 


— 2々 2 j 


k 


m 


S 此 ，一 定要有 S = 0. 上式表椭圆函数，该差额应当是常数，因此得 Hermite 表 


达式 


/W = c 


*==1 ^ 


办*) 一 cy’O — \) + 


+ (-1) … (d 0-”0 — &)}• 


(in) 先证恒等式 


C(U + v ) — ^( u ) — 


1 r » — 〆 (") 

2 r(«)rO) 


把 


cr(u ~h v、aju — g/) 

汀 2 («) 


-作为 《 的函数，它与 rM — rO) 有相同的零点与极点，因此 


y(^) 一 丫（ V) = c 


cr^u + v^(t(u — 
< r 2 (“） 


乘以 C7 2 («) 并命0 ,则得出 




rO) — rO) 


— Ca 2 (v )， 因此得出 

- < x(u ~{- vXu — P ) 


<7 2 («)<7 2 (^) 


m 


对〃，〃各求对数微商，得 


r’U) 


r( u ) — rM 




^(t4 + — V 、 一 2^(u)y 


r 


'W 


r(«) — rO) 




^(u +- — C (“ — y ) — 


由此立刻推出 （1) 式 • 


在 （1) 中取 u = z — a ， v ^ a 一 b ， 则得 

一 /?) ——一 (5 f ) — —— 


1 y\ z — O 一 T ^ C a —:) 

2 — — b ) 


m 


因此，如果乏] C 






0,则 


k 


n 


2 c 以 z 一 


K 


⑴ 


( 2 ) 


可以表成为 y 与/的函数， r，r， •…，当然可以表成为 r，r' 的函数.因此任何一个 
椭圆函数一定可以表为 y，r' 的函数. 

(iv) 先假定/0)是偶函数. 

我们已经知道如果 a 与 w ， w ’ ，«/ + «；"，则 

rOO — r(a) = 0 


• 245 • 



有两个根 Z = ± a 3 而都不是重根.而 


rOO — r ( 阳） 




则有重根 z = w • 如果 / GO 是偶函数，则 Z W 一定是偶重白 
是奇函数就有偶重根了，这是不可能的 G 6附记). 

把/00在土 〆 为顶点的平行四边形内的零点 排好: 


定是偶重的零点(或极点），不然 ， rw 


士 a 13 ± a 


5 


依重数排列，但如果是〜， 〆 ，如+ ^，则依重数之半排列.作函数 

(yO?) — r(A))(rW — r(a 2 ))*. *(r00 — r (〜 )）， 
它是与 / U ) 有相同的零点的函数，同样作出 


(rW — r(O) … ，（r W 一 r(O) 


是与 / O ) 有相同的极点的函数表达式，而 


qpO ) 


CrW 一 r(^i))(rM r( a i)) m * a (r(-) ~ r( a n)) 
(rOO — r (厶 i))(rW — r ( 厶 2))*“ （ r00 — r(h)) 


与 /00 有相同的零点与极点，而并未添出新的零点与极点.因此 

/W = c < pW . 

命 / oo 是任意函数，则可分为奇偶部分 

V { \ FQz) + jF( — 2) 丄 — F( 一 z) 




因此显然可以表成为 


= R(rM) + r’W 尺 i(rW )， 


这些及 （ Z )， R X ( Z ) 是 Z 的有理函数 • 


§ 13 .加法公式 

1) 考虑函数 

7 ^( 么)一 A y _ B • 

它是一个在 z = G 有三重极点的函数，因此它有三个根.这兰个根之和是一个周期 （§ 5 
定理5)，即如果 《， c 是它的根，则 —u — v 也是它的根，即得 

Y ’（ u ) 一 Ay ( u ) 一 B = 0， 

— Ay ( v ) 一 B = 0^ (1) 

y ’（ 一 u ~■ v 、 — Ay(^u + ") — B = 0 # 

消去得 

rW ， r ’ W ， 1 

rO )， /(")， 1=0 (2) 

y \u + t /') ， — y f (yti + p)，1 

2) /( 2 ) 2 — {AyM + s } 2 也当 Z — v , ~u — v 时为零.这函数等于 

4 r 3 O 0 — A 2 r Kz) - (JAB + g2 )rM —( 沪 + 心 ). 

这里 rOO 的三次方程对 一 般的《，〃， r («)， r («0， r (« + 〃） 是不等的，它们是三次 
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jj-ilhi • • | ^-4' 


, ■ 



方程 


4 Z 3 — A 2 Z 2 — (2 AB + g 2 )Z — ( B 2 + g 3 ) ^ 0 


的三个根，因此 


而由 （1) 


因此得出 


y(u) + 7(c) + y(« + 0 




y(u + V s ) 


命“则得 


r (2 u ) 


4 


A \ 


A 两 r ' O ) — r f M 

rW — r (^) 5 




1 ( r ' (“）一 r’W 

4 V — 


2 




Hm [ r ’ ( m ) 

4 a^o \ y\u) 一 y\u 一 h) 

i - ^ 77^~—2 r ( « ) • 

4 r («) 


2 


2 r (“） 


(3) 


(4) 


§14 .椭圆函数的积分 


1) 由 Hcrmite 公式我们可以立刻推出以下的积分公式 



2 j | C lo S [0 ■(之 - &)] 


一 cyO — 办々) 


+. • •(一 i )”々 _i ( 二 \)' ^*卜) (怎- 〜)}• 

因此可见一个椭圆函数的积分可以表为 〜 “ 7 的函数，但 C 在 log 之下 出现. 

为了使椭圆函数的积分仍然是椭圆函数，必须使这积分无对数歧点，即留数 Cm 都是 
0,还要有 


2 Cw — 2 tj = 0， 2 Cu/ r — 2 t { C ^ 2 1=3 0? 

K * 


由此解得 C = 0, = 0. 

反之，如果这些条件适合，则 / oo 的积分是椭圆函数 • 
2) 在初等微积分上我们会求 


j R ( x , \/ 


ax 2 + 2 bx 4- c^)dx 


的积分.这儿 R ( u ， 〃） 是 “，〃 的有理函数，但是略进一步，积分 


RC x i > a /4 jf 3 — 




gi^dx 


就不是初等函数所能表出的了.但是如果我们命 

rW ， r'W 


X 


rOO , 则这一积分就变为 


的有理函数了. 

我们知道 r 00, /00的有理函数可以表成为 



尺 ( y (《)）+ ^ i(r 

这儿 R ( z ) R t ( z ) 是 z 的有理函数. i ? 1 ( rW ) r ， U ) 的积分是易于求出的，因此现在留 
待解决的是 

先研究 

/« = J ( rOO ) n “， 

由关系式 


d_ 

dz 


(r W ^^ V ' W ) ^ (n — i)r W n " 2 r ' 2 C ^) + rOO ^ VOO , 


此处 r' 2 W 与 r "0 O 各以 4 r 3 W — girM ~ 6 y 2 { z ) 


2 


^ 代之，则得 


主 

dz 


CrM n ~ l r f M ) = (4« + 2 )r 



2 


£2( r ( w ) 广 1 — (« — 1) 裒 3( rW )” -2 . 


积分之得 


^ C^ n + 2)/ 


t>4*l 


n 


2 


gl^ fi-l 一（”一 0^3^-2. 


如果知道/。，/:，则由此递归公式〃 =1，2, 


• « • 


h 




dt = l x 


sm 


可以算出所有的 L 来.但已知 

rMdz = 一 


所以 L 都能以 rOO , /00, CW 表出. 


如果/?00是真分数^用分项分数法.但我们这儿仅说明怎样求 


PM 


du 


r («) — rM 


这 JL " 不等于砂，砂'，如"，或 r (【，) 与 心. 


在 §12中已证得 


r 


'(>) 


rO ) — r (^) 




+ 一 “ 一 一 2^(^), 


因此 


du 




rW — r (^) 


O ) 


(log a^u + p) — log cr(« — v) — + C• 


§15. 代数函数域 

上节的 （ m ) 解决了一个重要 问题： ‘ 

定理1 .以2«/，2«/为周期的函数所成的域 A ： 可以找到两个函数 rOr )， / W , 适 

合于 
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r’ 2 W = 4y 3 0) — 抓 0) — 茗 3, 



使 K 的任一函数都可以表成为 rW , r ' O ) 的有理函数. 

如果任给两个适合于 d - 27 € ~ 0 的数仍，我们一定有椭圆函数 rW 存在， 
则我们就得出以下的结论： 

所有形如尺0,研）， ( w 2 ^ ^ z 2 - g2 z - g 3 ) 的函数对四则运算而目封，这儿 R ( z , 
是〜取的有理函数，如果用参变数表示法 a = rM y w = /(«)，则及0,取）变 
成为《的椭圆函数的整体. 

退回一步看 Riz，az^+bz + O , 甚至于较一般些看« 0 ,此处 Z ， 妒适 
合于关系 

az 1 + 2bzW + cW l + 2dz + 2cW + / = 0. 

以往(第一卷第 9 章第 7 节)我们知道存在参变数£使 

» = R x {t), W = R 2 it). 

这儿及 15 及 2 是/的 有理函数，代入后 使 R(z ? w) 成为 f 的有理函数所成的 集合. 将来 
我们将证明及 0 , -/^-g 2 z — g 3 ) 不能有参数£表示法使它变为 < 的有理函数的集 

合. 

看了这个例子，也许认为我们应当考虑之中 h 阶适合于三次多项式的 
域.这种企图看来不大，但是实际上，还是太大了.最简单的特例阶 2 = 4 z 3 — g 2 z -* g ， 
就是椭圆函数的理 论.而一般的三次关系，却超 过了椭圆函数的理论. 

但是 \/ a 0 z^ + a y z^ + a 2 z 2 + a 3 z -h a^) 却并不超过椭圆函数的理论，其理由是 
命 2 。是 a〆 + == 0 的一 根. 用变换 z — z 0 = u, 故不妨假定 A =» 0 , 

再利用变形2=1，则 

V 

\/ a 0 z 4 4- a t z 3 + a 2 z 2 H- a 3 z = ~— \/-h a 2 v 2 + a x v + a Q , 

v 1 

化为以上的情况. 

一般地讲，研究域 R(x, y ) ? 其中 t y 有关系 

/ O , y ) = 0 

是代数函数论及代数几何的问题，由此启发出来的函数论称为自型函数，它当然概括了糊 
圆函数论为其一例. 


§16.反问 



命 w ， u / 是一对适合于 ^ W / w ) > 0的复数.我们已经知道有一个椭圆函数 r(z; 
〆)存在，它有两个不变量幻，心.这心，心的定义是： 


«0 


g 2 {w^ W f ) = 60 


(^mw 4 - m w^ A 


«0 


( 1 ) 


w) = 140 


(^mw 十 m'u/y 


这儿 V 代表在和号中省去 m — = 0 的一项 • 我们已经证明过 d — 27 gl ^ 0. 

现在提出反问题：给了任意两个 h S 它们适合于〆 一 27P ~ 0，我们能否找出 
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切， 使公 2( 似， 〆 )=沒，茗 3( 砂， W ') = b ? 

为了解决这个重要问题,我们引进了一个函数■/(>)，它的定义 如下： 

命△(“，， 〆 ) = g \ — 27 gl ^ 命 r = w'/wy 51 ij g 2 ( w ^ w r ) = 如 、 2 ( 1 ， r ). gi { w ^ 
«/) «^发 3 ( 1 ， 『）• △(>，《/) =* «/- 12 A ( l ， r ). 因此命 

j( t ) = g 】0 , r ) = g 3 2 ( 阳， u/) 

； △( l ， r ) A (' V )’ 


则 


J ( r ) - 


! _ 27^(1, r ) 


这函数 J ( r ) 有以下的重要 性质： 

定理 1. 在上半平面 Hr ) > 0上，函数是解析的，对任意造合于 

ad — be ^ \ 


( 2 ) 


的整数常有 



at + 
ex + dJ 


= JM . 


(3) 


证 .1) 先证在上半平面 ^ r >0. 级数 


giO ^ r ) = 60 


S ' 




代表一解析函数.由于每一项都是解析函数，因此如能证明在任一带形 区域& 


— a ^ Rt ^ 3 T > b , 

级数一 致收敛即可.这儿& 是 任意二正数. 

命為等于平行四边形（0, 1， l + r ， r ) 的两个高的较小的 一个. 如果 r 在 *5 中，则 
一定存在一个 e > 0使 A > 用§ 8已经用过的方法可证级数的一致收敛性，故在上半 
平面 g 2 ( Ur ) 是 r 的解析函数. 

同法证明心(1， r )， A ( l , t ) 都是.由于 A ( l ， r ) 今0,因此， 《/(>) 也是上半平面 
的解析函数. 

2) 命 W 7 ' =⑽'+ bw ^ W = cw f + dw ^ ad — be = 1^ 而“，办，是整数，则 

T = W f /W = (^atv + bw ^) j (^ cw f + dw ) 

— (at + £>)/(rr + d\ 

由于 ad — be > % 它把 t ■的上半平面变为 r 的上半平面，并且有 

g 2 ( ⑷，«0 =发2(坏％ W ’）， 
gz{w^ w') = g 5 (w , w f )^ 

因此 

Y r 、_ dO〆 ）— gl(W, w f ) _ (at + b\ 

Kt) aM )^ △(灰，^) 一 J 

适合于关系 （3) 的函数称为模函数.变形 r ' = Or + b)/(ct + d ) 称为模群.在 
研究 /( r ) 之前我们先讲模群和模函数的一般 性质. 


§17. 



我们来研究由模变换 


* 


250 






9 az -r b 
z = - 

cz d 

所组成的 模群. 这里 ，〜 h G d 为满足 ad — be = i 的整数.一般来说，每个模变换 
均有二个不同的定点(即幻，即二次方程 

cz 2 + (J 一 a^)z —— 厶 = 0 

之二根. 

若^为式之二根，则该变换可以写成标准形式 

Z f — Z x . Z 一 J 2 T , 

T ； -=又- L - 

z 一 z 2 z — z 2 

取 s = 00 ，贝 lj 〆= ajC , 故 


A= 三二 !££!• 
a 一 cz 2 

若— 1 ， a _ 1，此变换称为椭圆的. 

若 A 是实数 ，而兮 土1，则称为双曲的. 

若2是复数 ， UI ¥1，则称为等综角的 （ Loxodromic ). 

若二定点相吻合，则称为抛物的. 

若有一变换连续用若干次而成为单位变换则称为有限次变换.最小之次数使其 
成为单位变换者，称为该变换之周期.仅当椭圆变换且^ = 1时有周期，其周期即为最 

小的使《 1的正整数当《 == 2时，则 A -1，周期为2之变换称为对合. 

容易证明; t 适合二次方程. 

X -h X * 1 8=3 a 2 + 4 - 2 bc = (a + d^) 1 一 2. 

此二次方程之判别式为 

[(a + J ) 2 — 2] 2 — 4 => (^ + + J ) 2 — 4]. 

在讨论中，不妨假定 a + d > 0，若不然可将 a ， c *， 4换成 一 a ， — b ， 一 c ，一 d . 

1) 若 a ^ d > 2 , 则得双曲变换，有二个实数定点，此二定点乃二次方程 

cz 2 + Qd 一 a)z 一 厶 =* 0 

之根.此二次方程有有理根的条件为 

一 a) z + 〜 be = (a + d) 1 — 4 — u 2 , 

u 为一整数.因为 - y 2 == 4的整数解只有《 = 士2, y = 0,而无其他，故双曲模避 
换的定点一定是有理系数二次方程的根,而非有理数.这种数称为二次代数数. 

2) 若 0 + J = 2， 则 I = \,得到抛物变琢 


Z 一 IC Z 一 — 1 

若 c = 0，则 d ^ 1,而得 

z f z + b m 

前者以有理数0 — 1 )A 为定点，后者以00为定点. 

3) 若 a + </ = 1，则 

又 2 + X + 1 === ()• 

于是 A 为 p - c W3 = -1 — 3 ,或 P 2 , 而固定点为 
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方 1 



a -h p 2 

， 

€ 


Z 2 = 


a 

c 


标准形式为 


z P — (a + p 2 )/ c _ z — (a p 2 )/c 

- 1 ■ - "~• O 1 — — 

z 一 (0 + p) jc z 一 (a + p)/c 

此为一椭圆变换，周期为 3. 若 P 换成 〆 ，则得另一周期为3的椭圆变换. 

4) a + d = 0 3 则2之方程为（又+ 1) 2 = 0，即 I = —1. 而定点为 

cz 1 —— 2az — 办 = 0 

之根.即 

a ± z _ 

Z = - • 

C 

而标准形式为 

〆 一 （g + i)/c = — g — o + i)/c 

z — (a — t)f c z — (a - i)/c 

这是一椭圆变换，周期是 2. 

总之 ， 若 a + d -0, 则模变换代表一 对合; 若 a + d = ±1,则代表一周期为3之 
变换;若 a + d = ±2, 则得抛物变换，其定点是有理数或无穷；若 \a + ^|>2,则得双 
曲变换，其定点在实轴上，并且是二次代数数. 


§ 18.基 域 

定义 1. 上半平面的两点〜 〆 ，如能有一模变换将2变成 〆 ，则此二点称为相似. 
以2〜 〆 表示之. 

显然有 

(i) z~z\ 

(ii) 若 名〜 〆 ，贝 lj z’ 〜 z\ 

(iii) 7^ z^z r y ^z n 3 ^\ z 〜 z"• 

作在上半平面的域 

—丄 < 丨 < 丄 

I 2 2 

D： \ x 2 - hy 2 > l 9 当： r >0 时， 
V - hy 2 > l , 当 时. 

定义 2. 在 D 上的点称为旣约点， D 称为基域，故 D 为 

一 三角形，其三角的度数为(0, 

定理 1. 无二既约点可以彼此相似. 

证.若 h 〆 为二不同的旣约点，且 

z f 和 az ±± % 

CZ ^ d 


y 



若命 z ^ x + iy ^ 〆 =* 〆 + *_ 〆 ，于是 


鲁 
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今有 


y 



cz + d 


\cz -)r d 2 = c 2 zz + cd(^z + 运） + = c \ x 2 + y 2 ) 

+ 2cdx d 2 ^ c 2 一 I cd I + d 2 > 1 • 

伹是须除去可能的例外：±1 ， d _ 0,或 c « 0, ±1，或 f 1. 故将可 

^ ^的例外情况除去后常有 

y < y. 

当 c ^d=^\ 时，仅当 Z = P 时，有 \cz + d\ 2 = 1 # 由于 a — b = 1 及 P 2 + p + 1 = 0, 


则 


z 


ap 七 b 

p + 1 


ap + b 


P 


2 


ap 2 一 bp = —— p 2 + b % 


故 k 〆 ) 
但 





3 


2 


若 sr ’ € D ， 贝 lj 〆 _ p ， 而与 z ^ p 矛盾 • 


z 


dz * b 


cz + d 


故常有 

同洋须除去可能的 例外: 


y </• 

c=±l，a = 0; 或 （： = 0 ， a=±U 


不可能同时有 j >; /及 〆 > y . 故仅须研究以下的情况: 

( i ) c ： = 0 ，a = d ^ 1； 


(ii) c = l ， a d = 0 m 

在第一种情况下 

〆 ==» 名 + 办， b 0 # 

即 x f = x b t \x f 一 x\ ^ 故 z ， 〆 不能都在 D 中 • 
在第二种情况下，-1，即 




卜 ’| • \z\ = 1. 

即若 kl > 1，则|/| < 1，即 〆 不能为旣约点.若> 1，则 Z 不能为旣约点•若 
UI = 1，则 Z 仅能在由|0到*•的圆弧上，而 〆 （=一1/2)在由 P + 1 到 * •的圆 弧上. 若 
名与,•，则 /并非既 约点； 若2 -= *’， 则^ = I - 此与假设矛盾 ♦ 

定理 2. 在长方形一丄 <； r < 丄， y > rir > 0) 中，相似于一定点的点数 有限. 

2 2 

亦即将长方形中诸点分为相似点组，则每组中点数 有限. 

证 . 假定 Z = X + yiy 

/ az b 
z = - , 

cz -\r d 

则已知 

f ^ y @ _ y _ 

^ \cz d\ 2 c\x 2 + y 2 ) + 2cdx + d l% 
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若/ > r ，则 


c 2 Cx 2 4- y 2 ) + 2 cdx + d 2 < y / y ， 


即 


cx + d) 1 + c 2 y 2 ^ y / r . 


显然只能有有限对整数 G ^适合此式 




假定（ 〆 ， /) 是这样的一对，且= 1，则适合于 


ud f 一 be’ 




的所有解答0, 0可以表成 

a ^ a + me ’ ， b B + md 9 ^ 

此处 〆 ，夕为 一 固定解，即 a ， d ， 一 b ， c ， = 1， 而⑺为任一整数，故 


/ az ^ b a z 4 - b r , 
z = --: = --: + 


c 


p 


d f 


+ d 


仅有唯一的 m , 使一丄 < r < 丄.故对一对（ 〆 ，/)[( 〆 ，/)= 1]，仅有一组 h 办使 

2 2 

一丄 < r < 丄，故在长方形中相似于 z 的点数 有限. 

2 2 

定理 3. 上半平面的任一点相似于唯一的既约点. 

证. 命 z =外 + y Q /， y Q > ()• 

取唯一的整数 m ， 使 

1 ^ , 〆 1 

2 2 


若 U '1>1， 则 〆 是旣约点.无须证明，若卜'1=1，在 P 到/的弧上，即为旣约点. 
若在1 + P 到 i 的弧上，则可用 一 i 变为上述情况.若 b'l < 1，则使 


而 




取 m '， 使 


y 




> yo . 


/〃 ft * f 

Z Z + W 3 


——- < 
2 


p// 


< 



2 


若， 还不是既约点，用同样方法，做出，" ---4 - 于是得出/， ^" ， 

z 

方形 

1 ^ ^ 1 

— — ^ x —5 y 〉 yo 
2 2 


等都在长 


内.由定理2,已知其个数仅能有哏. 

故任一点一定与一既约点相似.又由定理1已知，不能有二既约点相似，这就证明了 
定理. 
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习题 1 .凡 

z — 今 + 1 ，+ 厶 r + 1 = 0 
€ 

皆相似于 i . 

习题 2 . 凡 



皆相似于 A 

§19.基域纲 

定理 1.若=非模变换的定点之一，而£/， F 为二不同的模变换，则 

V^ V Z % 

Uz 代表变换[/将 z 变成的点. 

证 . 若 f/;s = Fa ：， 则 

z = U^ l Vz 9 

而得出 z 是定点. 

定理 2. 作基域之所有的映象，所得出的诸三角形填满上半平面，且无重复部分. 

证.上半部分可由上节定理3知之.若£/及 F 为二不同的模变换，将基域 D 变为有 
公共部分的二三角形，则 tZ — P 必变 D 为一与 Z ) 有公共部分之三角形. 命* 为公共部分 
中的一点，则 D 中必有一点与之相似，故其都在 D 中是不可能的. 

这定理可以以堆砖为喻.在普通空间中，可以用等大的正方形的砖填满空间.而所 
谓等大的意义是，可以将一砖“搬”占到另一砖的地位. 

现在的“基域”乃砖的模形.“搬动”乃模变换.上述定理就是说，这样的砖可以填满 
上半平面，此乃非欧几何学的说法. 

基域的定义作如下的 更动： 具有下列性质的上半平面的一个域称为 基域： 

(0 任一点必与其中之一点相似； 



图72 


• 255 • 



( ii ) 其中任二点不相似. 

在上半平面中任取一点 h 非一模变换的定点，在平面上作此点的相似点 


作 o , 的垂直平分线，即其上的点与 r 及~的非欧距离相等者，舍弃在~的一面的那 
部分.所剩下的部分，成一基域（读者试补出其证明.并试求出取2 =力时所得出的基 
域). 

这说明了， ^ 06aqeBCKHH 几何在函数论中有其实际的意义. 

周期为2的椭圆变换的定点在角度为 i 的二角所夹的边上.周期为3的椭圆变换 

3 

的定点有六个三角形以之为公顶.有无数个边经过抛物定点.双曲定点不能为三角形的 
顶点(不能在边上更为明显). 


§ 20.模群三构造 


今以 *5 代表 Z f = z -h l 9 T 代表〆 =一丄，则代表 〆《 2 T — 1. 此三变换将 

基域变为其相邻之三域，反之，将基域变为基域之变换必为心： r 或之一. 

命 M 为任一模变换， z 为基域 D 内部之任一点.以曲线连接 r 与 M a ， 使此曲线不过 

顶点.假定所过之域依次 名为： 

£), D 1? D 2 , . •. ， D n (~MD), 

又命将变为认的模变换为则\ r ， 或 t 1 . 假定可由5及了的乘方之 
积表出，因为 Mr 将 A 变为 D ， D k + l 是 h 的邻域，故 A / r 将变为 D 的邻域 DU . 
但0； +1 经过 （= S ， 了或 t 1 ) 变为 D .即 

= M’ _1 D; +1 == D ， 

亦即 

M k U'D =* D k+lt 

故 M k+l -= M K U r 可由 S 及: T 的乘方之积表出 ，而 M 亦然，由此已证明了 
定理任一模变换可由 S 及 r 的乘方之积表出. 

定理1的具体意义 为：若 



M = S m ^TS m iTS m ^ - - TS m ^ s 



此显出模变换与连分数的关系. • 

易知 T 2 = E ， (STf « E . 

若扩大模变换的定义 

z f = (^az + b^/^cz + d) ， ad —— be = dbl ， 

则可得类似的结果 
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§21. 模函数的定义和性质 


定义 1. 一个在上半平面纯的函数如果经过模变换而不变，则称为模函数. 

由模群的性质可知，研究模函数的性质可以归结为研究它在基域中的性质 . ％点称 

* 

为基域的抛物顶点 ， G p ， 1 + p 称为椭圆顶点 ， r == 一丄 ， r = ^所定义的两边称为 

2 2 

对边，由 P 到 | ‘及由〖到1 + P 的两段圆弧也称为对边.抛物顶点是模变换 + l 



/(^) = 




= (r —〗）々< p ( r )， 


所以， 




由于 


可知々是偶数. 


(p0) = (― i)V(0 = <p(0y 


考虑 


，可以同样得出 r = /是极点的情况. 


/(r) 

定理 2. 模函数 /( r ) 在 r 


P (及1 + P ) 处的零点或极点的重数是三的倍数. 


与定理1的证法相同，但现在用关系式 


/ 




x 




即得. 

定理 3. 模函数 /( tO 有展开式 


2] 气 （1) 

r; =： — so 

换言之，如以 f == 为变数，把 fit ) 作为 r 的函数，则它是以/ = 0为孤立奇点的函 

数. 

证.由 /(V + 1) = /( r ) 可知 /( a : + 1 + iy ) = /(r -h * y ), 即它是一个以 1 为周 
期的 函数. 因此，即任一固定的 y ， 如果在 x - tiy (- oo < x < oo ) 上 /( ir ) 无极点，则 
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/( r ) 有 Fourier 展开式 

/( r ) = 2] 尸 "( y )—”％ p n ( y ) *= I f ( r ) e _ 2 xinx dx ， 

n oo JO 

当 y 在任一有限区域吋，这级数是一致收敛的. 


由解析性 f / O ) = 

ax 


i 手 Kt ) 可知 

ay 

2itinP n iy )= 一 〆 rt(y )， 


故得 


PnW 




广 Ircny 
n c ? 


即得所证. 


定义 2. 模函数的展开式 （1) 仅有有限个负项的称为简单模函数. 
定义 3. 在基域内简单模函数的零点(或极点)数的计算方法 如下: 
0) 在基域内点，依个数及重数计算； 

( ii ) 在对边上算了左边的不算右边的； 

( iii ) 在 f = *'，算 一半' 

( iv ) 1 +p 算 1/3； 

( v ) 在 r =* 00,依大的重数算. 

定理 4. 一 个简单模函数 /( r ) 在基域内的零点数与极点数相等. 
证 .1) 先假定在周界上旣无零点又无极点.考虑绕基域的积分 


Ini 



+ \ + 
h 


它等于 /( r ) 的零点数减去 /( r ) 的极点数， r ' 


r 


d(logf(r)). 

1把 A 反向地变为^，故 


+ \ rflog /( r ) = 0. 


又 


/ 


1 


x 


把^反向地变为 r 2 , 故也互相消去了.即得所证. 


2) 如果在边上有零点或极点，例如，在 z — 丄上有一零点 A ， 则2 == l 有一 

2 2 

同样的零点1 + Q .在 A 作一外向的半圆(很小），在1 + A 作一内向的半圆，这样就可 

以避免边上有零点的困难. 

3) 如果在 r == /处有零点，则它是偶阶的 （ = M )， 以之为中 
心， s 为半径作一圆，交〜于4交~于5，沿圆弧从/到 B 求 
积分(线路取在基域内）.命 = 0 2 V ( r )， 贝 1 J 

( d\ogf(t) = 2\ ( d log (r — i) + ( - ^ dr, 

J A J A J A (p(r) 

当 e —0 时，最后一项趋于0,其前一项当 S — 0时的积分趋于 
心 因此得出在该点的零点的重数之半. 

同法处理 r « p 及1 + p . 

4) 考虑 r = co 处的情况•当 y 。 充分大时，作一直线 ； r + / y g ， <丄，沿此线 

2 

段积分，就是绕 < = 0沿圆积分 ，故得 所云. 



_ 
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§22. /( r ) 


定理 1. /( r ) 在抛物顶点有一单极点，也就是如果命 


则八^)是*的函 


数，在/ = 0处有一单 极点. 

证， 1) 由 ctg 冗 r 的展开式 


Ctg Jtt 


X 


2： 


— n 


及 


ctg Ttt — — 宂 z(l + + 2t 2 


« 4 


)， 


e 


licit 


出发，对 r 微商三、五次，并注意 dtIdt «则得 


00 


一 6 S 


+ r) 


16 tc 4 (/ + 8/ 2 + • •.) 


00 


-120 S 

—。 

更由 （1) 式求微商可推出 


(w + r ) 6 




64而+ 32《 2 …）， 




<c 


o0 


\ r^ f 1 

J 一 4 


45 


S ' 


m 


6 


2 tt 6 

945 


9 


2) 由此可推出 


eo 


<0 00 


犮 2(1， r ) = 60 ( U 


2 S S 


(^m + 


^)" 4 ) 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


60 


16 


A 


45 


3 


免 (y + 8 户 + …))， 


注意当 r 换为 M 时， £ 换为 A 因此 


同法证明 


由此推得 


因此得 


芨 2(1 ， I)= 充 4 


土 

3 


320/ 



0Q 


00 C30 


心 (1 ， r) = 140 ( 2' 3 + 2 S 2 ( + nt y 

二 —go t7l n 二 1 f»^= —oo \ 77# 「「 fi- L J 


140 


2 龙 6 164 


oo 


945 

8 _ 448 
27 3 


15 ^ 


2 0 n + 32/ 2fl + 


晕峰 * 



* _ 



A(l, r) = g](l, r) — 27^1 ， r)= 冗 12 (4096z + …）. 


J 00 


(4/3 + 320/ + … ） 3 


4096f + 


1728 / 


+ Co + CV +"、 


定理 1 已经证明.由此可推出，当< 


00时， 7( r ) = 00 


攀 
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定理 2. 对任一 C 方程 


J ( r ) = C 


在基域中有一解且有唯一解， 

这是§ 6定理4与本节定理1的直接推论. 
由于 


00 


GO 


140 


g3(l ， i) 


2 T 


m 


+ i ”） 幺 


- S 


(» 一 imy 


1 * 


140 


Ml ".)， 


所以 A ( l ，，）= 0，因此 J (0 


60 


g2(l ， P) 




E 


qo 


(m + p ”） 4 P 


S ' 




(mp 2 + n) 


P 


E 


: — oo 


m — n) 一 mp) 



P 60 


犮 2(1， P )， 


所以 &0， p ) = o , 即 x p )= o . 因此得 

定理 3. 7(00) = 00, J ( i ) = l , Jdp ) = 0. 

再看何时 /( r ) 是实数.以虚轴为对称轴的变形是 r '= ~ f ， 易见 


《 2 ( 1 ， o 二 60 ^ r 


(w — nf ) 4 


601 


(w + 




心（1， 


■ 


同样得 A ( l ， r ') = g 3 ( l ， r ). 因此 


/( 〆 ）= J (^). 


(4) 


首先适合于 t 的点，在虚轴上， J ( t ) J(r) 即 J ( t ) 取实值，其次 J ( r ' + 

1) = J ( t ) = J(r)， 而 l=r, 即 a ： = +上， J ( t ) 取实值，又由 •/ (一 含) =» J(t), 

可知当 t 吋，_ 4 ^夂即在圆周上， J ( r ) 也取实值，即在基域的边上及虚轴 

t 

上， */( r ) 取实值. 

无其它的点， 7(r) 取实值，不然，及一丄都是基域的内点，而 X - fo ) = 7(r 0 ) = 

即有两点 r 。， 一均取同一数值，这是不可能的. 

由此可知， J ( t ) == « + iV 在基域的两半，〃各取一定号，若不然 ti ， h 都在同一半 
中而> 0, y ( r 2 ) < 0,在这半域中可作一线联上 A ， r 2 , 而因此有一点使 〃( r ) = 0, 
此不可能. 

今进而研究在那一半，〃 > 0. 当 r 由 P 到； 基域在左边， XO 由0变到1，而所对 
应于基域的点在左边，因此在/平面上，是上半平面，即得. 

定理1中^ = J ( t ) 定义一个保角变换，把基域变为全平面，左半基域对应于上半平 
面，而边界及虚轴对应于实轴.当 r 沿虚轴从 /到 00, z 由1到+00,基域内部对应于 
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x 平面带上一条由 Z == 1沿 X 轴到2： = —00 的裂缝. 

定理 4. 模函数 J 的反函数厂 1 是一个 oo 多值的解析函数，仅有0, 1， oo 作为其奇 
点，其数值在上半平面上. 

如果 FQz) 是一亚纯函数但不取心卜 c 三值，则函数 GOO = 是 

F 一 c / b 一 c 

一不取0, 1, 00的亚纯函数，函数 J-KGM) 是一处处解析的函数，因此是一常数，因 
此得： 


定理 S . 
定理 6. 


不取三个值的亚纯函数是常数. 
不取二个值的整函数是常数. 


§ 23. 方程 g 2 {w y w f ) = a y g^{w y w) = b 的求解 

定理 1. 如果《，6是任意二有限数，且适合于《 3 — 27^ #0,则有一对复数 w ， 
其商非实数，使 

犮 2 ( 如， tv) = a y g 次 w ， w f ) = b, 

假定 a \ 0, 6 今0,由 （1) 可知 

_ gl ( w ^ W f ) _ a 3 

glC^p ^ ) — 27^( w') a 3 — T7b 1 ’ 

g 2 {w,w f ) _ a 

"■ ■ ■ ■" ■ —■琴 ■ ■ ■■_ ■ 

玄 3 («/，《/) b * 

反之，如果&适合于（2)，则也可推出 （1) 来. 

命 w f /w^t, (2) 的第一式是 7(r) - aW — 27b 2 ), 由从§ 6 定理 2 可知在 r 的 

上半平面有一解， r 已知，则由 （2) 的第二式 

浓 2 g2(l ， T) ^ f_ 

茗3(1， r ) 


(1) 


( 2 ) 


可以得出 W 来 5 而 〆 = 〜. 

如果 a = 0，则问题等价于求 7( r ) = 0 ? w ~ ri gi { 1 ? t ) = b 的解.由此求出 r ~ p , 
而且 w = (&(1， p ) lby !b . 

同法处理 h ~ 0 的情况. 

§24. 任一模函数是/(0的有理函数 

任一简单模函数 Kr ) 在基域中只有有限个零点及极点（如果不然，则无穷远点必然 
是 z 的孤立奇点了），命 • • •，〜为其零点，乂， h， …， b n 为其极点作函数 

v ：( r \ — (/(『） 一 •/(〜））.. -(7( r ) -- J ( a „ y ) 

(jco — j ⑹)… ( j ( r ) — j ⑹ y 

如此， J(r)/F(t) 在基域内旣无零点又无极点，因此它是一常数.但注意，如果〗是零 
点，则它一定是重零点，我们所用的因子是 （•/ ( i ) 一 1)〃. 同样处理 X益0 吋的情 

况. 
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公式汇 编 * (weierstrass) 


I 背 景 


Sin m：H = Ttu 





* 


7t Ctg Ttu 


u 




、 


n 


u 


n 


n 


> 




3 t 2 

sin 2 Ttu 


n 





= dnmO + a ) ctgna 
slnifta 



— 允 [ctg + a) 一 ctg Trtf ] # 


⑴ 

( 2 ) 

⑴ 

(4) 

(5) 


a(u) — u 



⑴ 


这儿 5 = + 2 m f w \ «似'）〉0, IT 代表 w ， i 过所有的整数的乘积，但 w 

‘ = 0的一项除外. 


〔（“）= — log 0*(^) 

du 






u 


u — S S S 2 i* 


( 2 ) 


r («) 




^ f ( u )= — 


— log a(u) — 
du L ir 




b + S 


5 


(u — S ) 2 S 2 r 


(3) 


一 一 丫 C u ) = —-— 

2 V («-5) 3 * 

_= — < K “）， r ( — «) = r («)， 

((—«) = — GO )， r “)（ 一“）= (—1 )W “） • 


(4) 

(5) 


III 


< y ( jku\Xw = 

lcr(u | w ， u /\ 

( i ) 

^ Xu\Xw — 

+ Q { u \ w y w') m 

Aj 

(2) 

y (^ Xu\Xw ^ Xw f> )= 

TT r { u \ w^w ). 

(3) 

y ^ n ) (^ Xu\Xw — 


(4) 


* 本汇编中的公式，有些是本章所有的，有些是不难推得的.读者可自证之. 
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IV 


& = 60 XT 去，， 3 = 140 2]' +，； 

5 ^ S ^ 

犮 2( 儿浓， A〆 ） =又- 4 犮 2( 浓 ，浓 ')， ^ 

g 3 ( lw ^ Xw f ) = ^ 6 g ^ w 3 w'^ m - 

a(u ) 雄 u— 砂 5 -—^_ , __ iK — + 

2 4 • 3 • 5 2 3 . 3 • 5 • 7 2 9 • 3 2 • 5 . 7 


Uu ) =- 

U 





r (“） 





⑴ 


( 2 ) 

(3) 

(4) 


<j(w + a) -uC(a)-h^u 2 r(a) 

< K a ) 


n 1 






S — a 


u — a ) 1 


C (« + 0) — ((“） 一 ur ( u ) = 2 


u 


s 


u 


u — 5 a — S Qa 一 5) 2 J 


r(w + a) — y(a) = 

a-sy Ca-syr 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 


VI 

cr (« + 2 w ) = —(? 2?7( “十… < r (“） _ 

cr(^u + 2w fs ) — — (f 2 ^ 《 “ 十 〆 心 ( 以 ) • 

暑 

f f 7 CI 

r\w —— 7\ w ~ —— . 

2 

<T(w + 2mw + 2nw f ) = 

+ 2mw + 2nw f ") = S(w) + 2mr\ + 

= 7 ] y ((«/)=?/’， + W ’、 = + V . 

y(^u + 2mw + 2nw^ = y(u^), 
t\u 4 - 2mw + 2nw f ^) — T' (“) • 
r\w") = r\w r ^) = r\w + w f ) = 0 # 

VII 

r ( w ) — r (^) = — a(u + v } • < r(u — ^)/ tr 2 («) c 7 2 C ^) # 

r(w t ) = <? 0 r(w 2 ) = e 2 ^ r(w t + w 2 ) = e 3 ^ 
e x -h e 2 e 3 = 0. J 

r ’ 2 («) = 4( r («) — q )( r («) — e 2 )( r («) — ~)，】 

gi = —4(^ 1( ?2 + e 2 e 3 + e 3 e t ) = 2(e\ + e\ + el) 9 ^ 
^3 = 4 tf 1 < r 2< f 3 . J 


Cl) 

( 2 ) 

⑴ 

(4) 

(5) 

( 6 ) 
⑺ 
( 8 ) 

W 


( 1 ) 

( 2 ) 


(3) 
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〃 


(«) = 6 r 2 ( u ) 




2 


gz 


/’"（《) = 12r (“） r’ （“） • 


VIII 




， 郎 I 

^2 — 27^3 



J( T + 1) *= y(r) # 



= J ( r ). 


w = 2w' ti = « ^十 2w u = 

S = oo* S — S « 



—W *— w* 


2(w 4 - 




图 75 S = pOO 



第十四章 Jacobi 的 




函教 


§1- 


函数 


以上所说的一些椭圆函数的表达式收敛速度都是很缓慢的，在计算数值吋很不方便. 
这一缺点可由 Jacobi 的 Theta 函数来弥补，它们有迅速的收敛表达式，而且通过它们可 

以表示出椭圆函数来. 


我们现在用符号 


> 0 , 


因此 kl < 1. 

定义. 


心 ，《）= S (― 心， 


( 1 ) 


当 M < 3时 


I ， 


Xniz 


< U \ 


2n A 


由于当 


00 时 


kl 


2 nA 


/ \ q \ (疗’ 1 )〜 2 〜 -1 )j = I^ J 2rt_hl /4 2 — 0 ， 


故级数 


S I 《卜、 


是收敛的.因此 （1) 在任何一有限域内一致收敛.所以，30, d 是0的整函数. 
显然有 


汶 ( 2,《）=+2 2 ( — \^) n q nl co^lnz. 


( 2 ) 


S 此立刻推得 


技 0 十充，分）一 a(z y q). 


(3) 


再则 


+ jrT ， q 、 这 s (-i)vV 




,2(» 十 1> 


即得 


^ C z + 此丈，兮) 


2， ^(^ q ). 


(4) 


我们定义因子 一 广厂 2 -为周期的乘子.因此 3(^ q \) 是以1， - q ^ e ^ 为乘 
子，以 A 打为周期的函数. ^ 
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按照通常惯例，用 Uz , 表这 q ), 其它三个3函数的定义如下: 


« 


沒 3 ( 之，《 )= 沒 4 (方 + 丄无 ，《)=1 +2 q n% cos2nz 9 


2 


n 


&0,彳） 


^3 




^4 ( z H - " — ftx ^ cj 

2 


及 


= — i > : ( — 1)« 广十舍 ) ％ ( 2 »+i>* 

ft 二 —oo 

00 

= 2 互 ] ( — l) f, ^ (rt+ * 31 sin (7.n + 1) 方， 

» = l 


今） = 




( 5 ) 


( 6 ) 


= 2 cos (in + 1)« # (7) 

rt^Q 

显然 hO , d 是 z 的奇函数，而其它是 = 的偶函数. 

为简单起见，以后用来代表 d v (z ， q), 有时为了突出 r ， 也用 d v (z\t) 来表 
之 • A 也用来表3(0)， W 代表迅 O ) 的微商，代以 z = 0的数值. 

易于证明3函数的乘子如 下表： 



1 

400 

4(:) 

仙） 


7t 

一 1 


1 

1 

7tr 

\ 

-N \ 

N 

N 

-N 


这儿 iV = f 

由此立刻推得对 fiie — d 都有 


1 外 + .) _ 外). 

^(jsr + 3t) 技〔艺） 

求对数微商立得 

d’(g + acr) = — + 圩 ’ ( g ) 

3(^z + jtT) 分（之） 


习题〗_试证 


习题 2. 


» s (z 3 q) *» 技 3 (2 之， 〆 ） + d 1 {2z 1> 令 4 )， 
I 技 4 0,《） =* 技 3(2: ， 〆 ） 一 9 2 (2z > q 4 ). 


沙 1( 幺 ） ：卜 一 ^2 







9 


2 
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⑻ 


(9) 




1 


d 2 (jsr) = M 沒 3( 名 + t urr j = M 沒八 Jsr+ 今 龙 + ^ 


^ x \ ^ 1 ” 

2 


d 3 0sr) =» d 4 ( 2 : + 


2 




2 


2 



M 9^2 


2 



%(«) 




2 





2 


1 


2 


这儿 M = 


■ 


§2. d 函数的零点与无穷乘积的表达式 


如果&是一个 30) 的零点，则 

zo + mjt + nitt 

也都是.这儿 m ，《 是任意整数，这些点称为与&相合的点. 
定理 1. 对任一 /，在以 



为顶点的平行四边形 C 中， d 只有一个单零点. 



/ + 5 rr 


证.由于 80) 是整函数，所以 C 中0的零点的个数等于 


卜丄 （ ^-dz 

lid 沙 （ a?) 



圩 ’Qg) _ 沒丫 ; g + acr) 

- 9^(^) + Jtr) J 



2 iti 



vw 一 iX£_±je)1 dz 

L 分 ( Sf ) + 3 t ) J 


由 §1， （9)， （10) 可知 

1 f /+3t 

iV = - \ 2idz = 1. 

2 ^i u 

沒 iOO 显然以 o 为零点，因而 & i 00, 行 2OO , ^ 3W 3 分 4(*0 各有0, 
及其相合的点为零点. 

2 

定理 2. 关于3函数有下列无穷乘积表达式. 

CS 

及 i(«) _ 2Gqi sin ^ JJ (1 — 2q 2n cos2z + O, 

#= 1 

00 

djC *) 3=3 cos z XJ (1 + 2《 2 lf cos 2 ;gr + 广）， 



CO 


汐 3 (。）= G JJ (1 + 2q ln ^ 1 coslz + 彳 4fl - 2 )， 


n 




hO ?) = G JJ (1 — 2q 2n ^ l cos2z + q An ^ 2 ). 


n 


CO 


这儿 SO -q 2n ) 将在下节中证明. 


n 


证.以为出发点，已知它的零点是 


显然 


有零点 


2 


nt + mit + nitX 


m , n 是整数) 




2q 2,n ^ cos2z + q An ^ 2 (1 — q 2n ^e 2tzS )(^ 1 — q 2n ^c^ lix> ) 


z 


2 


itt 一 7tm + ittn ? — 00 <C m <C OO 


因此乘积. 


z 


2 


7ct + 7tm 一 TtCn 




00 


/w - n o - 


q 2n ~^ 1 coslz + q An ~ 2 ^) 


n 


与 心 CO 有相同的零点. 

又显然有 /(z + o == / GO 及 


00 


j(^z + jrr) = JJ (1 — q 2n ^ l c 2 ' z ){\ —令 


n 




/(^r) ( 1 — q~ l e ~ 2iz )/( 1 ■— qe 


2/ s 


q e 


1 ■ 


/(〆)• 


因此 ％ oo // oo 是一无零点的函数，且以 h M 为其周期，因此它是一常数，以 g 表之. 


以 


Z 


2 


K 代（0)，即得没 3(^0 的表达式.再由 0 iC 0 = —iq^c iz d A (z 


2 


7tt 


心 O ) = ^ U + — ^)可得其它二式, 


2 


C0 


§ 3, G = J ] (l — q 2n ) 


n 


定理 1_ ^ ； (0) - 心 (0)» 3 (0) 沒 4(0 乂 

证. 1) 把上节的无穷乘积求 = 的对数微商，得 


=汐3 00 


Q0 




2iq 


2n— 1^2； z 


oo 


n 


q 2n - l e 2iz 


— S 


2iq ln ^ x e 


>2i z 


n 


q 2n " l e^ liS 


再求微商 


w OO « %00 


oo 


ZjT 

«—i i 


2iq 


* 2rt—1 „2i z 


tc 


e 


-s 


2iq 


2f>—1^ —2/ x 


n 


+ 2/1 
q n e 


n % 
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+ &3( 幺） 


r 00 

s 

1 


(2i)V” 一 V “ 


2 




• 2 iz 


(1 + q 2n ~ l e 2iz y ^ (1 + ^-^-2,^2]* 


命 


0,则得 


»s(0) = o, 3;'(0) = — Bd 3 (0) 2 ^ ^ 彳 2«-1)2 • 


同法得出 


d；(0) = 0, W(o) = 8^4(0) 2] (i : 2»-T)I 


汶 X。） = 0 ， X’(0)= 汶 2(0) — 1 — 8 2j 


y 



m 


i (i + 产 ) 2j ’ 


又写成 hO ) = sin ^ r ， ，则同法 


冷'(0) = 0 令 "(0) = 8^)(0) 2 (i 


把 =" sin < f >( jsO 微分三次，得 


^1(0)= 小 (0 )， 3;"(0) = 3杏"(0) — 


故得 


H = 24 y _ i. 

9 ； (0) ^ (1 — q ln y 


因此 


W(0) + W(o) 
» 2 (o) » 3 (o) 


8 - 2 


訂 (0) 
^(0) 

m 

r S 


, 2»—1 


s 


i (1 + 产 ) 2 (1 + q 2 - x y (1 




CO 


QO 


o _ V qn + V ^ v q " n - — 

L ^ (1 + q n Y (1 -q n y (1 ~q 2n ) 


i (i -^) 2 


2 


_ 十 f(l — q n ) 2 — q n {l + q n ) 2 一 十 _ ± 

(1 — q 2n ) 2 (I — 


i (i D 2 


242^ 

»= 1 (丄 


Wh 


即得恒等式 


2) 引理 


(⑻ _ K—o 〕_ + 

^i(o) a 2 (0) 

Wr)(，= 1，2, 3, 4) 


W(0) + ^T(0) 

» 3 (0) KW 

适合于以下的偏微分方程 


nt d 2 0 , d(p 

4 dz 2 dr 


这可以从 3 的级数表达式直接求微商得之. 
例如 


a^(^/t) _ Q 2 

dz 2 dz 2 


■琴 ^ 

2 工 ] e nZl€it cos 2nz 


(1) 

⑴ 
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m 


-8 nir coslnz 


4 a 


at/ dt 


及 3 0/r). 


3) 利用微分方程 （2)， 把 （1) 改写成为 


d 


^i(0/r) dt 


a;(0/r) 




1 d9 2 (0/t) 

^(O/r) dt 


^ 3 (0/ r ) 


机 （ 0/r) 


^( O / r ) dt 


^ 4 (0/r) dt 


參 


对 r 求积分得 


di (0/ t ) = C 9 2 (0/ r )^ 3 (0 /r ) a 4 (0/ t ). 


( 是一常数.命 g — 0 ，则 

— 2，7士 4 ->2，汶 3 —4，％ — 1. 

因此定出 C « 1 ,即得恒等式 

沒 i ==* 

定理 2. G = ^[ (1 — q 2n ) t 

» = 1 

证.由§ 2 的无穷乘积公式可知 


co 


汶；= <^>(0) = 2 q^G (1 — q 2n ) 2 ， 


co 


^2 = 2 q<G XI C 1 + 兮 2 ”) 2 , 


oo 


G XI (1 + 产 - 1 ) 2 , 


GO 


^4 = g XI (1 一 q 2n ^ x y\ 


代入定理 1 中得出 


oo 


to 


<0 




now= g 2 n o +#) 2 n 0 +^ i y no— 产卞 . 


n 


n 


这些乘积都是绝对收敛的，因此可以任意变换次序•由 

n ( 1 + q in y n ( 1 + 卢- 1 ) 2 ) (n (1 - w n a 

n — \ = 1 / \ 疗 =1 n = I 




2『1)2) 


CO 


00 


co 


XI + 《 rt ) 2 ii 0—f ) 2 = n 0 一 #) 2 , 


n 


可知 


a> 


n 0- q 2 n ) 2 - G \ 


即 


do 


g - ± n c 1 - 产). 


当令 — o 时由 hO ) 的级数及乘积两种表达法可以看出 G — 1 ， 因 此得出 本定理 


禱 
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注意，便中我们证明了一个恒等式：当 kl < l 时， 

00 to 00 

( 1 + q in ) n o +产 o no — ^ 2 "- 1 ) * 1 . 

» — 1 »=1 »=1 


y 00 00 00 00 

(读者试从 u (1 + #) no -， _2 ) = n ( i + 一 ）n (〖一^ 4 ) —证明之 • 

、 1 »=1 n=l »= 1 


§4. 用 3 函数表椭圆函数 


假定/0)是以 2 … 2 V 为周期的椭圆函数.命心内 
A 为其基本极点，并假定已经使 


为其基本零点，负 


n 


n 


s 


a r 


=3 


2> 


(从笫十三章 S 5 定理5,知这是一定可能的），我们可以证明函数 


« 9 i 

n — 


it(^Z 一 0 £ r ) 




(z — ^ r ) 


就是一个与有相同的零，有相同的极点及相同的周期 2 w ， 2 〆 的函数.因此任一椭 
圆函数/00可以表成为 


1( = J TT %0 (怎 一 ^r)/2«/[r) 

这样的表示法比上章所述的^函数表示法的优点在于： （0 a 函数的表达式的收敛 
速度较快，便于数值 计算； （ ii ) 在应用椭圆函数处理应用数学上的问题的时候，实周期往 
往特别重要，而3函数对实周期的性质显示得特别简明. 

再则，如果 / O ) 在极点 A 处的主要部分是 

m r 

2 4心一式)- ' 

m= 1 

则 

tM + (7 1) w m g & ( "( g 二广) r )\ 

7^i (m — 1)! dz m v 2w n 

最后证明 

(rO) = — • \q~* nr 1 —《 2a ) 3 沒 i(f r ). ⑴ 

n? \2w / 2 i \2w / 


先比较 


< rO ) 与 / O ) 






首先它们有相同的零点. 

2 mw + 2 m ’ u /， m ， m ’ 是 整数. 
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其次 


f(^z + 2w^) = exp 


7}Z 

2 w 


+ IrjCz + 


w 


最后 


鲁 


分 i 


Jtz 


w 


7t t 


€ 


2 心十 -〉/(>)• 


^2 \ 

/(^ + 2w r ) = exp + 2 t 7 j(z + w')J 




& 


7tZ 

2 w 


+ jrt j r 


2 


« 


€ 


tTcx/r jfn ^ 


% 


2w 


t 


e 2ri,C^^) ( Jl±_ 

2w 


e 2 V ， ㈤ 如 ）. 


， q 


这儿用了 一 3 J 、= 丄如.，即 nt — ~ ( m / w ) = 7]\ 因此 ( T 00 // Oar ) 是 
椭圆 函数. 它是一常数 c . 决定这个常数可以利用 


无零点的 


lin 


办） 


o z 




及 


lin 丄 (’) = lin 


( 7CZ 

\ 

*UI 

x ) 


(0 


z 


0 


z 


2w 


2 Gqi IJ C 1 - q 2n ) 2 


<D 




7 


W 


2 一 no — 产 ) 3 , 


即得所求证的公式. 


公式 （ l ) 中的 w 也可以用&函数表出，取 （1) 的对数并且两次微分，得 

V 


rO ) 




2w 


CSC 


2 


7tZ 

2w 


2w 


0O ) 


4> Xv ) 

< K ") 


这儿 V = 一 JT0/ 奴，而 c/>00 = 沒 i00/sin 么 . 

展为 z 的升幂，并且比较 z 的系数得 

7] 1 / \2 


因此 


0 


3 \2w 


1 命 "(0) 
2w ^ </>(0) 


最后得 


JL V = — 7tz/w 

2 

习题.求证 




V 


16 w 3; 




w 


n ^\ 


exp 


v 2 ^ 

6$ 






2 w ' d \ 


" 


7tt 


I2w 2 w[ 2w 
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S 5 .诸 S 函数的平方的关系式 


定理 1. 

=* 的 GO 的一 技 2 2(涔)的， (0 

MOar)di =» W(3T) 的一的 0?) 的， (2) 

的00&专=朽 (5T)0〗 一的 (0) 的， （3) 

的0)的=另 O) 圬一 ^IM^L (4) 

证. ^ iM , » IM , HM ? 都是以1， q ~ 2 ^ is 为乘子，以 *，M 为周期的函数， 
因此即所有的《， h “'，〆 

a^i(^) + ^>^K g ) a^]i.z) + 厶’诊 j(ap 

都是以 * ，对为周期的椭圆函数.一般讲来，它有一个二重极点，但可以取〜匕/，〆使 
分子以此点为零点.即能选得~ 〆 使上式仅有一单零点.因此它是一常数•因 
此有以下的关系式存在 

的 (3?) «= 冰 (ST) + y 

的 O) = a'WO) + b f ^\ is ), 

取2 =丄#及0,并利用 

2 




9 


汐1 



=^4, 


可以算出 

9 \ — _ “ 的，的 ==s ^^43 ^2 ~ ^ ^4 3 ^3 == ^ ^4 # 

即得出（1)， （2). 

再以 ^ -h i ?r 代2，则得（3)， （4). 

2 


在 （4) 中取2 = 0,则得 



把它写成级数形式有 

16^(1 + q h2 + q 1 ^ + + . ’ - ) 4 + (1 — 2q + 2q" 

— •••)4 = (1 + 2 (^ + 2 / + 2 ^ 9 ) 4 , 

f 巴它写成为乘积形式 

{no — ^ 2n_i )} + 16 ^ {n o + ^)} 


(5) 


习题.求证 


={ n(i +， 1 )} 8 . 

1 } 

^tw *+■ 的(定 ） =^00 + ^4 W. 


( 6 ) 

⑺ 
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§ 6 .和差公式 


现在推导出一批包有 d k {x + y ) 与- y ) 的公式，其证明技巧与§ 5大同小异. 
例如，我们要找一表 hO+ y)hO — y ) 的公式，固定 — 这作为 y 的函数 

Ai ( y ) =含 iO + y)hO — y). 

由 §1(8) 可知 


及 


Du(y + 31：)*=* + y + 7e^9i(^x 一 y 一 jt) 

= 汶 lO + y)^\(x — y )= 分 ii(y ) ， 


^n(y + arT)= 汶 i ( 无 + y + jct^d^x 一 y 一 xt) 

= —q-^e^^d^x + y) • (—q-^e^^^Cx — y) 

= q ~ 2 e ^ iy D n iy ), 

这是以 1, q ~ 2 e ^ iv 为乘子 ， a 为周期的函数. 

这和 


A 9 Ky ) + B ^ Ky ) (1) 

有同样的变化公式.因此 

^^Ky) + B^ICy) 

沙 i( 尤 + y)A (尤 一y) 

是一 个椭圆 函数. £>„(y) 有两个单零点、 y=；r，y = -A 如果取 A = ^ x ), B = -& 2 M , 
则分子有零点 y = A 因此，这椭圆函数最多只能有一单极点 y = 因而它是一常 

数，即得关系式 

的 O ) W ( y )— 的 O ) 姐 y ) = Cd,(x + y^x - y ). 

这儿 C 是一个可能与: t 有关，但与 y 无关的数.取 y =() ， 得 

— c = — di , 

因此得出公式 

+ y ) 沒 i( 太 —y) = 的 00 辦 (y)— 的 O) 的 (y), (2) 

利用上节定理 1 的结果可以将比0 + y^ix - y) 表为其它 S 函数的平方.例如， 
用 

的的(3?) + 3《的 (2f) =沒贫|(2). 

由 （ 2 ) 可知 

+ y ) 沒 1 ( 怎 一 y) = ^Ky^C^iM — ^i^M) 

— WOO (沒访 Ky) — 3!的 (y)) =的分 Xy) 的 CO — 的的 00%(y)， 

即得 

沒货 i(r + >0沒 1(尤 一 y ) =的 ( y )3?0* r ) — 的 00$( y ). (3) 

当然这也可以用证明 （2) 的方法直接证明 （3) 式. 

总之可得 

& i( x + y)^i(^ — y) = ^r 2 (^iW^Ky) — 沒 !00 沒 i(y)) 

-= ^(^ W ^ Cy ) — ^ aW ^ Ky )) 
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= 沒 7 2 0?00 的 (y) — 

=^r 2 (^K^)^Ky) — WO)^(y)) 

==dr 2 ( 的 ( ； r) 的 (y) — 的 0*0 分 ? Cy)). 

= 沒 r 2 (的 C*0W(y)— 的 00 的 (y)). 

由 ^ ^ + -i ^ — hG?) ， + 含 jrr) = iq~*e~ iz &^(,z ') 等公式可以推得以下的三组 
公式： 

沒 1 (方 + y) 沒 2( 太一 y) = 沒 r 1 ( 封 W 的 (y) — ^i(^)^Ky)) 

= #( 的 00 的 (y)— 的 W 分 Ky)) 

=沒 r 2 (的 0O$(y) — ^IW^Ky)) 

=沒 r 2 (的 W 的 (y) — ^iW^Ky)) 

=沒 「 2 OK»0 的 (y) — ^W^Ky)) 

= 沒 7 2 (的 CO 的 (y) — ^K»)^Ky)). 

及 3 ( 太 + y) 沒 3 ( 文 ~ y) = $r 2 (的 OO 含】 （y) 一 NOOW(y)) 

= sr 2 0 】 00^(y) — 的 O) 的 (y)) 

= 技 r 2 ( 的 00 技 i(y) ~ * ^i(^)^Ky)) 

=沒 r 2 ( 的 00 的 (y) — WOOM(y)) 

= 技 r 2 ( 的 ( 》 0^(y)— 的 ( 《 0 的 (y)) 

-= 玎 2 ( 的 O) 的 (y) — ^W^(y)). 

分 4 (尤 + y)^ 4 (r — y) — % 2 (W00 的 (y) — OK^^Ky)) 

=W 2 ( 沒 ? CO 的 (y) — 的 (*) 沒 Ky)) 

« 沒 7 2 ( 的 0*0 的 GO — 的 0*0 的 (y)) 

= df 2 (^i(x)9i(y) — ^i(ar) ^Ky)) 

= 沙 「 2 (&K ； «0W(y) - ^iW^Ky)) 

— 沒 「 2 (d!OOW(y) — 的00的(>0). 

再考虑 Dijiy') =• ^,(^ + y)^/(^ — y) 也可得出一 ■ 批 公式 . 例如，命 D 14 (y) = - 

y) 技 4 ( 尤一 y )， 则 

D 14 (y + 3t) = —D^Cy) , 

D 14 (y + Jtt) =* 《 _ 2 <?- 4,y D l4 (y). 

因而推出 

必 2 (y) 汶 3 (y) + 召 3i(y) 冴 4(y) 

^i(jf + y)3 4 (^ — y) 

是一以 y 为变数，以 *， 放为周期的椭圆 函数. 分母当 ^ + y = o , x - y ^ j -^ r 有两 

个单零点，取 / = diOOhOO 及 B 可使分子在 y = —X 处有一零点 • 

因此得出 

沒 i( 尤 ) 沒 2(y) 汐 3(y) 技 4( 龙） + 》 lCjOhC^OhOO^Cy) 

= Cd x (x + y)a 4 (x — y). 

命 y =a 0 可以断定 C = ^2^35 因而有一个恒等式 • 现在把同样的 一 些公式列在 下面： 

+ y)»z(x 一 y) = hOOhOO 没 3(y) 沒 4(y) + , 
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+ 少）沒 3 (x 一 y) = 技 iOO 七 （ y)hOO 技 4 (y) + 技 i(y) 沒 200 h(y) 〜 00 , 
d 2 » 3 »Xx + y)^^(x — y) = hOO 技 2(y)33(y)340O + »i(y)^2(^)^3(^)^4(y)^ 
» 2 d 3 d 2 (^ + y )^ 3 ( x 一; v ) = ^2(^)^3(^)^2( y )^3( y ) — ^ i (^)^(^)( y )^-»( y ) , 

' 兮 2^^ 2 0 十 y) 技 4 ( 文 一 y) = o 2 (^)^4(^)^2(y)^4Cy) — AOOhOOh(y)y3(y )， 

+ y) 沒 4 ( 方 —y)= 沒 3(^0 A 00 技 3 (y) 分 4 (y)— 技 1 OO 技 2 OO 分 i(y) 技 2(y). 

从此不难淮出加倍公式 

^ 2 (2at) = 的 (x)— 的 O) = 的 O) — WO )， 
d 货 3(2jt) = aJO) + ^Kx) = ^ 2 (^) + WOO ， 

的沒 4(2 ： r) = WO) — WO) = ^j(^) - WOO ， 
d 泠 2 技 2 (2 尤） = — 的 O) WOO ， 

a^ 2 ^ 2 (2jr)= 的 O) 的 O) — 时 ； 0 的 0 )， 

» 2 2^ z (2x) = 的 0) 的 0)+ 辦 ( 尤 ) 的 0 )， 

技货 3&3(2 欠） =一 的 ( 尤）的 ( 欠）， 

9 2 2 ^,(2x) = 的 (>) 的 Or) + 的 0)^0 )， 

^ 4 ^(2^)= 的 O) 的 0) + 辦 0)^00. 


§7. S 函数的商所适合的微分方程 


函数 


aOO/aW 


是以一1，+1为 乘子， 〜试 为周期的函数，因此它的微商 

{3;(jr)3 4 0r) — }/^(^) 

也有此性质.又函数 

汶 200 hW/$W 

也是以一1，1为乘子，〜 W 为周期的函数，因此 

$(艺)％00 — WOOhOO 


</>0) 






是一以 a ^ 为周期的函数，当且仅当 


1 


Z 


2 


7 t 


3 


2 


It 


2 


Jtt 


及其相合点时， ^ 才可能有极点 ( 单 ） . 


现在考虑 4>{z 


2 


如 r ，由 § 1 习题 2 可知 


A 2T 


— ：cT I = tq 
2 》 


士 n 4 00. 


^ 4 1 ^ 


Itx I = iq-^e- iz d x {z) ^ 
2 》 


汶 2 U 


2 




2 


Ttt j = 疒 V ，、 W ， 

jrrJ = q~*e~ i *^i(^z') , 


争 
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因此 


<^> w . 


4> I ^ 


即必00是以 a 及 


2 


_ {— + 汶; WhW } 1 

2 / 〜 0)hO) 

为周期的椭圆函数，而在基域内只有一单极点^ 


常数，命 


0,定出这常数是 


9[d^/ ^2^3 = ^4# 


因此得出重要的微分方程 


d I 汶 iOO_l = 的 AU) AGO 


dz 、 圩 4( s ) 


技 4 (» ^4 W * 


命互 


譜 ，由 §5 ⑴， (2) 可得 


奸、 2 

dz 


™ (^2 — ^ 2 ^ 0(^3 ~ ■ ^ 2 ^ D * 


这微分方程有一特解其通解是+ 2)/^(^ + 2). 


与 （1) 相仿，我们还有 


d 

dz 

dz 


汐 2OO 

& 3 W \ 


I = —^3 


A ㈤ 他) 
S 4 0) 他) 

^2 ^ l (^) hOO 

2 行 4( 幺） 沙 4(艺) 


§8. Jacobi 的椭圆函数 


Jacobi 的三个重要的椭圆函数可以用 3 函数来定义 如下: 


由 §5 定理 1 可知 


这儿 


， 土 di ( u ^ 2 ) 

^^2分 4(0 

m-iiit • _ ■ _ ■ ■ 

d 2 3 4 ( « w 2 ) 


dn 


^ 汶 3(0 
^3 h «) • 


sn 2 u + cn 2 “ = 1 ? 
^ 2 sn 2 u + dn 2 « = 1 ^ 



k = ^2 
A 


由 （2)，（3)，（4) 可得 


d sn u 
du 


— cn u dn 


d cnu 
du 


==» 一 sn « dn « ， 


*， 因此它是一 

(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


(0 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 

W 
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^― — « — ^ 2 sn u cn « # 
du 


再由 （4)，（5) 可知 y ~ sn « 适合于微分方程 


dy 

du 


2 


=5 


(1 一 y 2 )(l —⑺， 


同样 y cn u 适合于 


这儿 

y = dnu 适合于 


= (1 — y 2 ) (夂 ' 2 + ^ 2 cn 2 u ) 9 

du / 

々' 2 = i —弋 2 . 

(年) = C 1 ~ y 2 )( y 2 — 弋' 2 ). 

\ du J 


( 9 ) 

( 10 ) 


( 11 ) 

( 12 ) 

(13) 


由 （6) 所定 义的々称为椭 圆函数 sn 的模 • 有时为了明确起见 ，以 sn («， 0表示 m “• 
由 (12) 所定义的 V 称为补模，但由 (12) 不能唯 一决定々'•我们的的确切定义是 

^ -= ( 14 ) 

由关系式 W I W =的显 然可见 Cl 2 ) 式 成立. 


§9.周期性 


由§ 1习题2的公式可知 




2 


it 


汶 2 W ， 


技1艺 


2 


7tt) = e^ ix d^si) y 


孕2么 


2 


7t 


dM, 3 2 U + 上打） 々 -“AGO, 

2 


分 3U 


2 


7t 


分 4W ， 


^3 ^ 


2 



厂込- , 




汶 4 之 


2 


itt = tq 


含 dW. 


由此 推得： 命丄—及一冬 & W = A ：'， 


2 


2 


及 


sn (« + K ) 



& 2 (“^ T 2 ) _ cn u = cn u 
^ 2 技 3 («$ r 2 ) dn u dn u 


sn (u + iK ’) 


^ ^1 (“^"2 + 
沙 2 0 4 («汐 3 _2 + 

沙 2 
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( 2 ) 



仿此证得 


cn (« + K ) =—皮 SI1 -， cn + /AT’） =— — 

dn u k 


i dn u 


sn u 


(3) 


dn (« + K ) = ^ - ， dn (« + K )= — 

dn u 


• cn u 


sn u 


由此推得 


sn (“ + 2 K ^) = 一 sn sn (ji + 2 iK ’^) = sn //， 
cn (« + 2 尺 ） = — cn “， cn (« + 2 iK ； ^ = — cn «， 
dn (w + 2 K ) = dn “， dn (w + 2 iK f ^) 一 dn u m 


因而得出周期性 


⑷ 


(5) 

( 6 ) 
(7) 


sn C u + 4 K ) => sn (u + 2/ IC ') sn u y (8) 

cn (u + 4 K ) — cn (u + 2 iK ’） 二 cn u ， (9) 

dn (u + 2 K ) = dn (« 4- 4/ K ') = dn (10) 

由于 A (0) = 0, 心 (0) 今0,由 （1) 可知 sn 0 = 0. 又由（2)，（3)可知 cnO-=dnO = l . 

由 （1) 可知 


(9) 


sn K 1 5 cn fC = 0 5 dn 欠= 々’， 


( 11 ) 


并有 


sn K f = oo ? cn / C ' == oo ， dn 


oo 


( 12 ) 


10 •解析性质 


由于 ^ i (^) 的零点是 mit + nXn ( m ? n 是整数），所以 sn “有 (fnat + = 2 mK-\r 

2niK f 为其 零点. m “是以 4 X ， liK f 为周期的函数，因此在基域内有两个零点 

« = 0, 1 K 、 

又由于的零点是丄 w + w?r + nrjr ( w，n 是整数），因此 sn “有 十 

2 

K 为其极点，即在基域内有两个极点 


iK f , 2 K + iK \ 


由于 sn «是奇函数及 


— sn u = cn 鉍 dn 
du 




du 3 


snu = 4 J^sn 2 u cn u dn u 一 cn u dn ^( da 2 u + ^ 2 cn 2 汉)， 


可知 


sn 


u = u — — (1 + 々 2 )“ 3 + 0 (I«1 5 ) ， (u — 0) 

6 


同法 


cn u 1 — — tt 2 +0( j « j 4 )， 

2 


dn u 


+ 々 V+0(|«”), 
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因此可得 


sn (« - i - iK ) 


■甲 ■_ 


^sn u 


6 


(i + a« 2 + od«io) 





^ u + 0( |« I 3 )， 


同法 


cn (w + iK ’） 




M 2 


K u 


dn (鉍 + iK ^ = — 


u 


6々 
6 


HI 


o ( W 3 )， 


in + 0( |« | 3 )* 


因此以 IX ' 为极点其留数等于 r 1 . 由于两极点的留数之和为零，因此得出结论： 
Sn « 以 4 K ， 2 iK f 为周期，除去 

z 三 iK 、 2K + iK ， (mod 4 K ， UK’ 、 

诸单极点外， sn « 处处解析.在这两组极点的留数各为 r 1 与 一 hr 、 

同法 ， cn «是以2欠+ 2 iK f 为周期的函数，除去 

z 三 iK\ 2K + iK (mod 4 尺， 2/C + 2iK f ) 

诸单极点外，无处不解析.在这两组极点的留数各为 一 A ** 1 与并且以 K (mod 2 K , 
2 iK f ) 诸点为零点. 

又 dn « 是以 2/ C ， 4况为周期的函数，除去 

^ = iK ， ， 3iK f (mod IK, 4!K f ) 

诸单极点外无处不解析.在这两组极点的留数各为 一/， 乙 且在笼 / s ：+ W( m0 d 2/ C ， 2 tK f ) 

处有单零点. 


§ 11- Weierstrass 函数与 Jacobi 函数之间的关系 


命〜以，~是三个数，^1 + ^2+ ^3^0,则变化 


y = ^3 


- ^3 


sn 


( 儿心々 ） 


适合于 


dy 

dtt 


2 




4 (q — e s yi 2 


cn 2 lu dn 2 lu 


sn 2 lu sn 2 Xu sn 2 lu 


4 (>i — e ^) 2 l 2 


sn 2 Xu \ sn 2 Xu 


sn 2 Lu 




k 


2 


4 儿 2 (q — e 3 ^Xy — ~Xy — e i){y ~ 々 2 Gi — g) — qh 


取 A 2 = G — 及 々 2 = (Q — 。3)/(〜 一 〜)，因此 


dy 

du 


i 




4 y 3 — Siy — ^3. 


因此 


^3 + (G — 亡 3)/ 犯 2 如 — ^ 2 )S 


G 二 G 
e^ — 


rCu + a; g 2 , gO. 


^3 


• 280 


3S 



这儿 0 是一常数，命 《 — 0,可见 a 就是一周期.因此得出关 系式: 


g 2, g 3) 


=^3 + Gl 一 亡 3)/ 犯 : 


这 Jacobi 函数的模等于 


{"(〜 一 e 2 )^}y 




— q)/(q — q). 


12. 加法公式 


定理 1. 


+ 


cn + 


dn (w + v) 




证.在§6中有公式 


sn u cn v dn v sn v cn u dn u 
1 — ^ 2 sn 2 u sn 2 v 

cn ^ cn v 一 sn u sn v dn u dn p 
1 一 ^ 2 sn 2 u sn 2 v 

dn « dn ^ 一 k 2 sn u sn v cn u cn v 


^ 2 sn 2 u sn 2 v 


+ yX 文 一 y ) = AGO 分 2( y ) 含 3( y ) h 00 + Oi ( y )& 2 0) 沒 3 (*) a 4 ( y ) 

咐心 + jOhO — y ) = WOO 的 ( y ) — ^ iW ^ Ky ). 


其商是 


喻 » x(x + y ) = AOOh ( y ) h ( y)AOO + 

+ y ) 的 O ) 的 ( y ) — ^ K ^)^ i ( y ) 


命 


3iOO A(y) ^(y) 

= ^( y ) A ( y ) + 

I _(^ iM \ 

V 

d ^ 2 u ^ y — 由 sn ， cn ， dn 的定义可知 


^ i ( y ) 力00 

&4( y ) 

丫—⑹)厂 


hOO 

汶 4( 龙） 


才 nU + O 






(sn w cn dn ^ 一 sn ^ cn w dn w 
1 — ~sn 2 u sn 2 v 


因此得出定理 1. 

同法可证其它二式. 


13. 把表为々，々'的函数 


假定^是纯虚数，贝 U g 0 < g < 1.又 


^ = 令，(^ 2 + K 1 = 0 

x7 a U a 


是实数，而且 f f 







= 1，可知0<々< 1，0< 1. 并由 


K = — 7 td \^ K ’ 
2 


iyttd 


_ 


2B1 • 




也可知它们是正数. 

由§ 8(10) 立刻推出 y — sn a 是 

u = [ O — / 2 )-*(l — I^t 2 ^dt Cl) 

Jo 

的反函数.由 snK = l ， 可以推出 

Kb f 1 (1 — t 2 yKl — 々 2 / 2 )-^，（mod 4K ， 2iK^ (2) 

Jo 

假定这积分路线是由 o 沿实轴到1，则可知仅能有 

(1 + 4m^)K = ( Cl 一 〆)— (1 — 

Jo 

这儿 m 是一整数，右边是正的，所以 m 不能为负.如果 m ~ 0,则由积分的逮增性，必有 
— «使 

K =- f°(l — / 2 )_*(1 — { 2 t 2 )^ dt , 

即 《 = suA ：< 1，这是不可能的，因此证明了 

K = [ (1 一 / 2 ) _ +(1 — 丫芩 dt . (3) 

Jo 

再在§ 9中取 u = K ， 则得 


su (K + ifO 



因此 

由 （3) 可知 

同法可证 

换变数 

由 




可知 



当 m < 1时 ， a - ^ 2 )-^可以展开为对 v —致收敛的幂级数，因此 



⑴ 


，232 • 




2 


S 


o 


z 






± 


du 



如果把 = r 作为复变数看，则在单位圆 |d < 1 内， K 是 = c 的解析 函数. 我们可 
以证明，这函数可以解析拓展到全 c 平面上，而且如果由1到作一切口，则&是 < 的单 

值函数. 


§14. Jacobi 椭圆函数的一些表达式 


由9函数的结果立刻推出以下的无穷乘积表达式：命“ == 2 Kx /^, 


sn u - 

= Iq^^^sinx JJ 

n ^\ 

cn u ~ 


2 cos^r s 

n 

dn u - 

= n 

»=i 

fl+2q 

^ 1 — 2q 


1 一 2q 2n cos2x + q An 
l 1 一 2q 2n ^ cqs2x + q 


4«—2 


5 


⑴ 


2q 2n cos2x + q^ n 
2q 2n ~ l coslx + 


( 2 ) 


2q ln ~ l coslx + 


2 


, " 1 cos 2 x + q ^ n ~ 2 

又将 sn « 作为 x 的函数来看它以\为周期的奇函数，因此有 Fourier 展开式 


(3) 


sn 


u = yj bn sin nx ^ 


这儿 


K 




bn = — \ snu sin nxdx 

It J —« 7 tl 


sn ue inx dx % 


作绕以一 mr 5 it ^ jtt ^ — 2 it + nt 为顶点的平行四边形的围道积分 


由于的周期性 ， j 


jcr 


K 


snue inX dx t 

与 \ 对消，在积分区域内仅有二极点一# 

■2«+arr 


2 


其留数各为 


々論 1 


7t 


2 K 


exp ( - nin + 含 


mat 




7 t 


IK 



exp I 一 nmt L 


因此得出 


(L - f 


nt 


2, 

sn ue niX dx = - 

■2jc+^t / Ki ^ 


孕士界 {1 一（一 1)”}. 


在第二积分中 x 换成 ： r 一 + % r ， 则得 


n 


1+( — \^) n q n } \ sn ue ntX dx 




q in {l — (―1)於}. 


1 


2 


jrr ， 
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因此得出 ^ = 0. 当《是偶数，又当”是奇数时，有 


bn 


2 允 q 


tn 


1 — 〆 


由此推出 


2 宂 


CO 


sn « =- 


十 


1 


q fm ' a sin (2” + 


1 — q 


2rt+l 




( 4 ) 


当 欠是实 数时，由于当⑺时， q ^ n e ni \ q^ n e 

|^rl <丄 Wr 中仍成立. 

2 

读者自 证：当 I 打 I 时有 


都— 0,不难证明，此式在长条 


co 


cn u 


tS 


Kk 


0 


cosC2/3 ~h 1 )欠 


5 


(5) 


co 


, 7t , 2jt <f coslnx 

on u 十——— 一^： 7T 

2K K ^ \ + q ln 


( 6 ) 


§15 .附 


我们并未象上章那样考虑椭圆函数 sn (“， 々） 的反问题，即给了 


C s= 


女 2 ,我们有没有 


个 r ， 能使 


C 


d ^ o / t ) 

9t(o/ty 


这问题的回答也是和上章一样，要用模函数论方法，我们不在此赘述了 • 

公式汇编 （ Jacobi ) 


I 


<0 


OiO , 《） = 2 H (一 l)^ (#J+ ^ )1 sin(2« + 1)2：, 


o 


CQ 


沒 2( 之，《）= 2 2 ^ ( f ,+ ^ 1 cos (2/; + 1)^. 


« — 0 


汶 3( 之， 


q nl cos 2nz. 


Cl ) 


⑴ 


⑴ 


» 4 o, 兮） 


+ 2 7 ; {—iyq n cos2nz m 


T ； 


CO 


A( 0 ，《）= 2q 0 q l * sin ^ (1 — 2q 2n cos2z + 〆”）• 


(4 


j 


(5) 


co 


0 2 O,《）= 2 柳士 cos^r JJ (1 + 2<y 2n cos2^ + 〆”)• 




( 6 ) 
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00 

喊方 ，~ ?o IJ Cl + 2q 2n ^ 1 coslz + 广一 2 ). 

»= 1 


QO 

技 4 ( 芯 ， 《）= 7 。 JJ (1 — 2q 2n ~ l ooslz + 琴 2 乂 

»= 1 

价 = n d — #). 

«=1 


⑺ 

( 8 ) 


II 


零点 Cniod tit ) 


1 

^1 

汐 2 

汶 3 

^4 

0 

1 

1 + t 

t 

- It 

1 _ 

7t 

\ — 宂 


2 

2 

2 


»iC— 2 ： )= — 比 O) ， ^ +1 (—sr) = A + i 00 3 v = 1 ， 2, 3_ 

I 

^iC^r + tt ) = — 9 2 Cz + a ) == 

分 ~ 技 3( 方）， + 冗） = 沒 4(J2f). J 



^2 ^ 


2 




AW ， 、 



hO + rir) = — / 比 0) ， 七 0 十 rot) = Ad 2 My \ 

0 3 O + t7t) = Ad z {ss), + r^r) = —A^mJ 


A 


q 一 1 e 一 2iz . 




汶 3( 怎 


t 

1 

t 

2 


宂 )= 心）， d 2 ( z 


7 t = 


Bd 2 00 ， ^4 (^ 


t 

~i 

t 

7 


宂 ) =B & 3 00 ， 


It 




B 




tM 


* 


Cl ) 

( 2 ) 

(3) 


(4) 


(5) 



III 


i 



z /i 

K 2 


沒 1 ^2^3^4* 

C 1) 

的 + m 的 . 

(2) 

IV 


汶 2(0) — 2q^ + 2〆 + 2<y 4 + ••• 

^ 3 ( 0 ) 1 + 2^ + 2q x + 2q 9 + • * •* 

(1) 

技 4 ( 0 ) — 1 — 2q + 2q^ _ 2q 9 + • • • 

沒 3 ( 0 ) 1 + 2^ + 2q { + 2q 9 + •. •• 

(2) 

W _ u 

(3) 
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sn u 


cn u 


dn u 


K 


2 


]• 


K ， 


2 


iutt^ 


K 




U(1 — / 2 )d(l — 以 ) 


i 


dt 


k ，= r (i — / 2 )"Ki — m—dt. 


色 3 沙 2 «) 

圩 2 分 4(“ 汶 3 2 ) 


汶 4 巧 2( 以汐 3 2) 

y 2 (❻尸) 





k 





£ 


^2 


TtU 

2K 

itU 

~2K 

TtU 

Yk 




— sn C 一 


=3 


cn 


(一“ ）• 




2K 


丄 4 心 《) 


q 


€ 


71 


4 K 


^3 


TtU 

Yk 


dn C —“）. 




7tU 

Jk 


expC — utK’ / K\ 


VI 


sn 2 u + cn 2 « = 1 • 


dn 2 u + ^ 2sn 


2 


U 


1, 


C4) 

(5) 

C6) 

⑺ 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

O ) 

C 2) 


VII 



snu = 

cn u dn u 9 

Cl ) 


cnu = 

-— sin u dn 

(2) 


dnu = 

= —— ^ 2 sn u cn u 9 

(3) 

n 

sn u = 

= o — 

sn 2 “）（1 —々 W «). 

(4) 

fl 

cn u = 

= ( 1 一 

cn 2 «)(々" + 々 2 cn 2 «)• 

(5) 

dn 2 u : 

=(1 ■— 

dn 2 ^)( dn 2 u 一 O - 

(6) 







V r(“) 
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( 2 ) 



cn C^v e x — e 2 ) 


=3 


V r(u) — <r t 

\/ 八 u) — e 2 


dn 、 u\/e x — f 2 )= 七了 




\/ 7(“） 


<?2 


sn (« + 尺） 
cn (« + TQ 




cn “ 
dn « 




/ sn « 
dn « 


dn (“ + iC)=( 


sn (« + iK) 


dn u 


sn u 


_ 


cn (ti + iK f> )= 一 


* dn u 


K sn u 


dn (« + iK f> ) == — i — 


cn u 


sn u 


r . ^ , .^/x 1 dn u 

sn\u + K + tK )— — - 

k. cn u 

cn(“ + K + iK') = — 1 - 


cn u 


dn O + 尺 + iK f ) = tJ( 

sn Cu + 2K^) = — sn u % 
cn + 2K^) = — cn u m 
dn (m 十 2X) = dn u 0 
sn (« + 2iK f ) == sn 
cn (« + 2iK )= —— crv u m 
dn + 2iK f> ) = — dn u m 
sn (u + 2K + 2iK r )= 一 


sn u 


cn u 


% 


sn 


cn (u + 2K Hr 2iKj = cn w , 
dn (« + 2K + 2iK) = — dn u 




X 


sn + 

cnC^ + 

dn + 


sn u cn 6n v + sn v cn u dn u 


1 — 々 2 sn 2 « sn 2 v 
cn 從 cn p 一 sn u dn usn v dn v 
1 一 ^ 2 sn 2 u sn 2 v • 

dn « dn ^ —— 々 2 sn ucn um v cn v 




sn C« + p) + sn (m — v) 


—— ^ 2 sn 2 u sn 2 v 

2sn u cn t/ dn t/ 




1 — \ 2 sn 2 u sn 2 "• 


(3) 

(4) 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 
⑺ 
( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 

03) 

(H) 

05) 

(16) 

(17) 

(18) 


Cl ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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su (u + ") — sn (« 一 f)= 

cn (« + p ) + cn (“ 一 泛） ="■ 
cn (« + v^) —- cn Qu 一 v^) = 
dn + c) + dn (« — ") = 
da (« + ^) — dn (w — = 

XI 


2sn v znu dnu 
1 — 々 W « sn 2 卩 * 

2cn u cn v 
1 — ^ 2 sn 2 u sn 2 v m 

— 2sn “ dn 以 sn " dn " 

1 — 々 2 sn 2 u sn 2 v • 

2dn u dn v 
1 — 々 2 sn 2 “ sn 2 " • 

一 2^ 2 sn u cnusn v cn v 
1 一 ^ 2 sn 2 u sn 2 v 


sn (« + g/)snC« 一 


sn 2 u _ sn 2 v 

z= ——- •• 

1 — ^ 2 sn 2 u sn 2 v 


cn (« + ^)cnC« 一 ^) 


dn(« + ")dn (“ _ p) 


cn 2 v 一 dn 2 v sn 2 u 
1 — ^ 2 sn 2 u sn 2 v 
dn 2 v — ^ 2 cn 2 v sn 2 u 
1 — ^ 2 sn 2 v sn 2 u 



(5) 

( 6 ) 

⑺ 

( 8 ) 

(9) 

⑴ 

( 2 ) 

⑴ 


“粗 K 

% ^ \ 


图 76 2r = sn ( tt ，々） 





































































































